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Capitolul 1

Trigonometrie plana

1.1 Unghiuri. Clasificarea gi masurarea un-
ghiurilor

Doua semidrepte (a) si (b) avand originea in acelagi punct O definesc un
unghi notat @ sau «aOb. Originea O a semidreptelor se numeste varful
unghiului, iar cele doua semidrepte sunt laturile lui.

Unghiul « AOB se considera orientat pozitiv daca semidreapta OA se
poate suprapune peste semidreapta OB printr-o rotatie in sens invers acelor
de ceasornic (sens trigonometric sau sens pozitiv).

Doua unghiuri sunt congruente daca prin suprapunere coincid. Se nu-
mesc unghiuri adiacente doua unghiuri care au o latura comuna, varful
comun si celelalte laturi de o parte si de alta a laturii comune.

Bisectoarea unui unghi este semidreapta cu originea in varful unghiului,
situata in interiorul unghiului si care formeaza cu laturile unghiului initial
unghiuri congruente.

Doua drepte sunt perpendiculare daca semidreptele lor formeaza un-
ghiuri adiacente congruente. Un unghi cu laturile perpendiculare se numeste
unghi drept.

Fie un cerc cu centrul in punctul O si de raza r. Un unghi cu varful in O
se numeste unghi la centru. Daca A si B sunt intersectiile laturilor unui
unghi la centru cu cercul, spunem cd unghiul « AOB determina arcul de
cerc AB. Domeniul marginit de razele OA, OB si de arcul AB se numeste
sector de cerc.

Daca A’ este cealalta intersectie a dreptei (OA) cu cercul, atunci segmen-
tul AA’ este diametru al cercului si are lungimea 2r. Un diametru imparte
cercul in doua arce egale numite semicercuri.

Doui puncte M si N de pe cerc astfel incat segmentul M N are lungimea
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mai mica decat 2r formeaza g coarda. Domeniul plan mérginit de o coarda
MN si arcul corespunzator MN formeaza un segment de cerc. Un unghi
care are varful pe cerc si laturile sunt coarde ale cercului se numegte unghi
inscris in cerc.

Pe acelasi cerc, la unghiuri la centru congruente corespund arce congru-
ente si reciproc. Lungimea unui arc este proportionala cu marimea unghiului
la centru corespunzator. Compararea unghiurilor se face prin compararea
arcelor determinate pe acelagi cerc de catre unghiurile la centru.

Unitati de masura pentru unghiuri:

e radian - unghiul pentru care raportul dintre arcul corespunzator si
raza este 1. Cercul intreg are 27 radiani, un semicerc are 7 radiani, iar
unghiul drept are § radiani

e grad sexagesimal - unghiul congruent cu a 90-a parte a unghiului
drept, notat 1°. A 60-a parte dintr-un grad sexagesimal se numeste mi-
nut sexagesimal, notat 1/, iar a 60-a parte dintr-un minut sexagesimal
se numeste secunda sexagesimala, notata 1”. Avem 1° = 60’ = 3600

e grad centesimal - unghiul congruent cu a 100-a parte a unghiului
drept, notat 19. A 100-a parte dintr-un grad centesimal se numeste
minut centesimal, notat 1¢, iar a 100-a parte dintr-un minut centesi-

mal se numeste secunda centesimala, notata 1¢¢. Avem 19 = 100¢ =
10000¢c

Dupa marime, unghiurile se clasifica astfel:
e unghi nul: 0°=0rad = 09
e unghi ascutit: 0° <a® <90° sau 0 < & < § sau 09 < a9 < 1009
e unghi drept: 90° = Srad = 1009
e unghi obtuz: 90° < a® <180° sau § < & <7 sau 1009 < a9 < 2004
e unghi alungit 180° = wrad = 2009

e unghi supraobtuz (sau reflex): 180° < a® < 360° sau 7™ < & < 27 sau
2009 < a9 < 4009

e unghi complet: 360° = 2wrad = 4009
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Cum lungimea cercului este 277 iar aria interiorului cercului este 772 si aceste
formule corespund la unghiul complet, pentru un arc oarecare o deducem ca
lungimea unui arc de cerc este

Larc = Lao = OAéT?
180

iar aria unui sector de cerc este

ar2a®  Ar?

Asector = W = 5 -

Fie in plan un sistem de coordonate cartezian xOy. Se numeste cerc
trigonometric cercul I" cu centrul in originea O si de raza r = 1. Orientarea
pozitiva a arcelor pe cerc este data de sensul trigonometric (invers acelor
de ceasornic). Lungimea circumferintei unui cerc de raza r este 27r, deci
lungimea cercului trigonometric este 27.

Pe cercul trigonometric, oricarui unghi la centru de masura a € [0, 27] i
corespunde pe cerc un arc de masura egala, masurat in sens trigonometric de
la punctul (1,0) la un punct P de pe cerc. Dupa cum unghiul « este ascutit,
obtuz sau supraobtuz, punctul corespunzator P este in cadranul I, II, I1I sau
V.

Pentru valori mai mari decat 27 (sau negative) putem gasi de asemenea
puncte corespunzatoare pe cercul trigonometric

Vit e R, Ja € [0,27), k € Z astfel incat t = o + 2k
A tas

(0.1

]

0.-1)




4 CAPITOLUL 1. TRIGONOMETRIE PLANA

Definim functia f:R - I" prin f(¢) = P unde P este unicul punct de pe
cercul trigonometric I' pentru care arcul orientat pozitiv masurat pe cerc din
punctul (1,0) pana la P are lungimea «.

1.2 Functii trigonometrice

Functia definita anterior se numeste functia de trecere de la dreapta reala la
cercul trigonometric si are urmatoarele proprietati:

e nu este injectiva: f(t) = f(t+2m)

e cste surjectiva

e este periodica de perioada principala 27

Cu ajutorul acestei functii sunt definite functiile cos si sin:
cos: R — [-1,1], cost=zp

sin: R - [-1,1], sint=yp

asadar costnusul si sinusul in t € R sunt abscisa, respectiv ordonata unicului
punct de pe cercul trigonometric corespunzator lui .
In valorile lui ¢ pentru care cost # 0 se definesc:

sint 1
tgt = ——, sect = —
cost cost

In valorile lui ¢ pentru care sint # 0 se definesc:

cost
ctgt = ——, cosect = —
sint sint

Intr-un triunghi dreptunghic avand unul din unghiurile ascutite 6 obtinem

) cateta opusa cateta alaturata
sin = ———— cosf = , ”
ipotenuza ipotenuza
_ cateta opusa _ cateta alaturata
~ cateta alituratd’ &7 cateta opusa
ipotenuza ipotenuza
secH = — —, cosec) = ———
cateta alaturata cateta opusa

De asemenea avem

sin(i—ﬁ) = cosf, COS(E—G) =sind, tg(z—e) =ctgf
2 2 2
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ctg (Z - 6’) =tgh, sec (Z - 0) = cosecl, cosec (Z - 6’) =secl
2 2 2
Din teorema lui Pitagora se obtine formula fundamentala a trigonometries
sin® 6 + cos?0 =1

Valorile functiilor trigonometrice pentru unghiurile importante din pri-
mul cadran sunt:

o [0 [260°) [ 5157 | 5(60%) [ 30909
sind | 0 3 \/75 %3 1
cosf | 1 \/75 \/75 % 0
tgd | O @ 1 V3 )
ctgf | oo V3 1 \/?g 0

Valorile functiilor trigonometrice pentru unghiuri din cadranele 11, I1T gi
IV pot fi calculate folosind urmatoarele formule de reducere la primul cadran:

sin(m - 0) =sinf, cos(w—6) = —cosb
sin(mw +6) =-sinf, cos(m+80) =—cosd
sin(27 - 0) = —sinf, cos(2m - 0) = cosf
sin(-0) = —sin#, cos(-6) = cosf

Proprietati ale functiei sin:
- este functie impara: sin(-x) = —sinx
- este functie periodica de perioada 2m:
sin(z +27) =sinz
- este continua si derivabila pe R:
(sinz)’ = cosx

- dezvoltarea in serie de puteri:

p2n+1 R S
sm:c—Z(l @Dl =TogrtE oot
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- grafic:
— 1 -
SN [ o - N
AN / N, N . d N
=37 . h_"__/ =2 - \\ _-/,/-1 T \\- _z‘!__// .,
Proprietati ale functiei cos:
- este functie para: cos(-x) = cosx
- este functie periodica de perioada 2m:
cos(x +2m) = cosx
- este continua si derivabila pe R:
, )
(cosx) = -sinx
- dezvoltarea in serie de puteri:

oo m 2 4 .6

x x? ozt oz

cosz =y (-1)" =l-=+=-=+
o (2n)! 2041 6!
- grafic:
e T —
- . - - - .
_ax ) - z . - //-'_
m.___.-'/ \‘M,__// _1{ 2 T \\‘\- B

Proprietati ale functiei tg:
- este functie impara: tg(-z) = —tgz

- este functie periodica de perioada m: tg(z +7) = tgx

- este continua gi derivabila pe R \ {(2]{: +1)5 ke Z}:

tgx) =
(tgz) cos? x

- grafic: ya P A
/ / / / If
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Proprietati ale functiei ctg:
- este functie impara: ctg(-z) = —ctgz
- este functie periodica de perioada m: ctg(x + 7) = ctgx

- este continua si derivabila pe R\ {km; k € Z}:

1
(Ctg Y ), =TT 2
sin® x

[
| | | |
|I |‘ |I ||
| III \ I|I
".\ ll'\, '.‘\ l‘.\
\ \ ‘

- grafic: P - \.\

Proprietati ale functiei sec:
- este functie para: sec(-z) = secx
- este functie periodica de perioada 2m:

- este continua si derivabila pe R\ {(Zk +1) 5 ke Z}
- grafic:

)
\ \ J '\\ ,."l
A J S \
s \>,;--ﬂ g
/’/—_—‘ s -~ s /’/——L ™,
1 1 1 1
-3T ' —"}—3\_‘ - i T ™. 7 Be in 3in
— g e ] -1F 1 — ] R
p \ lr/. ~ P ~
A
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Proprietati ale functiei cosec:

- este functie impara: cosec(—x) = - cosecz

- este functie periodica de perioada 2m:

- este continua gi derivabila pe R~ {km;k € Z}

- grafic:
1
-3m e =1
|'lr" .\l\"l

|II II|
| |
| |
| |
| I

1.3 Formule trigonometrice

Folosind formula fundamentala a trigonometriei

se obtin urmatoarele relatii intre patratele functiilor trigonometrice:

sin?

r+cos?xr=1

sin’ z cos®x tgx ctg?x
.9 .9 tg2 i 1
sin” x sin x 1-cos?x 5 5
l+tg“x | 1+ctgx
) o ) 1 ctg?z
cos“x | 1—-sin“x cOs* x 5 5
l+tg“x | 1+ctg”x
o2 sin’ z 1-cos?x (o2 1
T T
5 1 -sin’z | cos’x & ctg?x
) 1 -sin’z cos? 1 )
ctg”x — 3 ctg®x
sin x 1-cos’x tg”
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Formulele functiilor trigonometrice ale sumei si diferentei:

cos(a+ () = cosacosf —sinasinf
cos(a— ) = cosacosf +sinasinf
sin(aw+ ) = sinacosf+cosasinf
sin(a— ) = sinacosf - cosasinf
tg(a+B) = ltg?;tgﬁ
-tgatg

tga —tg B
l+tgatgp
ctgactgf -1

tg(a-pB) =

t =
ctg(a+ ) ctga +ctg 8

ctgactgf+1
ctg b —ctga

Consecinte ale formulelor pentru suma:

ctg(a-pB) =

sin2x = 2sinzcoszx
cos2r =cos’x —sin’z = 2cos’z—1=-2sin’z
2tgx ctg?x -1

tg2r = ————, ctg2x =
& 1-tg?x & 2ctgx

sin3z = 3sinz - 4sin® z, cos3z =4cos®r —3cosx
3tgr —tgdx ctgdz - 3ctgx

tg 3z =
-3tz = BT T3 o1

tg3x =

Din formulele pentru cos 2z obtinem

9 1+cos2z ., 1 -cos2x
Cos" % = ———, sin‘z = —— —

2
Inlocuind x cu § gdsim

o2 L _ 1+cosx sin2 ¥ _ 1-cosx
2 2 2 2
1-tg*2 ' 2tg 2

2z

2

CosSx =
1+tg

Adunand si scazand formulele pentru suma si diferenta gasim:
cos(a+ ) +cos(a— 3) =2cosacos 3
cos(a+ ) —cos(a - ) = -2sinasin
sin(a + ) +sin(a - ) = 2sinacos

sin(a + ) —sin(a - ) =2cosasin

(1.15)

(1.16)



10 CAPITOLUL 1. TRIGONOMETRIE PLANA

Notdm a+ =z, a - =y. Atunci o = 5%, =¥ gi avem:

xr+y r—vy

COST + COSY = 2COS 5 08— (1.17)
Cosa:—cosyz—Qsinerysinx;y (1.18)
Sinx+siny:2sinx;ycosx;y (1.19)
sinx—sinyzQsin:B;ycosx;y (1.20)

1.4 Functii trigonometrice inverse

T
1. Restrictia functiei sin la intervalul [_E’ 5] este bijectiva, deci inversa-

bila. Definim functia inversa

T m
arcsin: [-1,1| - |-—=, =
[ | [ 2’ 2]
Proprietati ale functiei arcsin:

- arcsin(sinz) = x, Vze[Z,Z], sin(arcsinz) =z, Vo e[-1,1]

- monoton crescatoare gi impara: arcsin(—z) = —arcsinx

- continua si derivabila:

(arcsinz)’ =

1- 22 g /
- grafic:

2. Restrictia functiei cos la intervalul [0, 7] este bijectiva, deci inversabila.
Definim functia inversa

arccos: [-1,1] — [0, 7]
Proprietati ale functiei arccos:

- arccos(cosx) =z, Ya € [0,7], cos(arccosz) =z, Ve [-1,1]
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- monoton descrescatoare si arccos(—z) = m — arccos

- continua si derivabila: N\

arccosx) = ———— Nyl
( ) — o

- grafic:

.. . . . T .. .o ..
3. Restrictia functiei tg la intervalul (—5, 5) este bijectiva, deci inversa-

bila. Definim functia inversa

arctg : R — (—E, E)
22
Proprietati ale functiei arctg:
- arctg(tgz) =x, Vre (%, %), tg(arctgz) =z, Ve R

- monoton crescatoare gi impara: arctg(-x) = —arctgz

- continua si derivabila: A —

(aretg )’ = 1773 i

- grafic:

4. Restrictia functiei ctg la intervalul (0,7) este bijectiva, deci inversabila.
Definim functia inversa

arcctg : R — (0,7)

Proprietati ale functiei arcctg:
- arcctg(ctgx) =z, Vo e (0,7), ctg(arcctgzr) =z, YreR

- monoton descrescatoare si arcctg(—z) = 7 — arcctg x
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N
- continua si derivabila: A
1
arcctgr) = ——— -
( &) 1+ 22 B
- grafic:

5. Relatii intre functiile trigonometrice si inversele lor:

arcsinz | arccosx | arctgxr | arcctgx
1
sin x V11— a2 <
V1+a? | 1+ a2
cos 1-2? x ! ‘
V1+a? | V1+a2
x V1 - a2 1
tg €T _
V1-—a? x x
V1-a? x 1
ctg — T
T 1-—a? x
. T
arcsinx + arccosx = 5
T
arctgx + arcctgx = 5
Tty

arctg x + arctg y = arctg
1¥2y

1 =
arctgx + arctg — = —
x 2

1.5 Ecuatii si inecuatii trigonometrice

1. ecuatia sinz =a
daca |a| <1 =z =km+ (-1)karcsina, keZ
daca |a| > 1 = nu exista solutii

2. inecuatia sinx > a
daca a > 1 = nu exista solutii

(1.21)
(1.22)

(1.23)

(1.24)
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daca a < -1 = multimea solutiilor este R
daca -1 < a <1 = multimea solutiilor este

J (2km + arcsina, (2k + 1)7 — arcsina)
keZ

. inecuatia sinx < a

daca a < -1 = nu exista solutii
daca a > 1 = multimea solutiilor este R
daca —1 < a < 1 = multimea solutiilor este

U ((2k = 1)7 — arcsin a, 2k + arcsina)
keZ

. ecuatia cosx =a

daca |a| < 1=z =2km + arccosa, keZ
daca |a| > 1 = nu exista solutii

. inecuatia cosx > a

daca a > 1 = nu exista solutii
daca a < -1 = multimea solutiilor este R
daca -1 < a <1 = multimea solutiilor este

U (2km — arccos a, 2km + arccos a)
keZ

. inecuatia cosz < a

daca a < -1 = nu exista solutii
daca a > 1 = multimea solutiilor este R
daca -1 < a <1 = multimea solutiilor este

J (2km + arccosa, 2(k + 1) — arccos a)
keZ

. ecuatia tgxr =a = = kn + arctga, keZ

. inecuatia tgx > a = multimea solutiilor este

U (lmr +arctga, km + g)

keZ

. inecuatia tgx < a = multimea solutiilor este

U (lmr - g, km + arctga)

keZ
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10. ecuatia ctgxr = a = x = kw + arcctga, keZ
11. inecuatia ctgx > a = multimea solutiilor este

J (km, km + arcctg a)
keZ

12. inecuatia ctgx < a = multimea solutiilor este

J (k7 + arcctga, km + )
keZ

1.6 Exercitii

1. Sa se gaseasca formulele de transformare dintre unitatile de masura
pentru unghiuri.
Rezolvare:
Formulele de transformare dintre unitatile de masura pentru unghiuri
se bazeaza pe exprimarea unghiului drept:

grad = 90° = 1009

1 g
190 100\?
1"=—.[—] ~0.01869 = 1¢86¢
601 ( 901?)0 g’
1”7=——.[=—=) ~0.,0003% = 3
3600 ( 90 ) ’
0
o 19= (ﬂ) =0,9"=0,9-60" = 54'
1100
1c = _.0’90:0’54120’54.60//:32,4/1
1010
1ee= — .32,4" = 0,324"
100 7 ’

180\"
e lrad= (7) =57,295779° = 57°+0,295779-60" = 57°17, 74674' =
= 57917 + 0, 74674 - 60" = 5701744, 8" ~ 57017/45"
200

g
o lrad= (—) ~ 63, 66207 = 6376620
s

o 10 = %rad ~0,017453rad

o 19= Z%md ~0,0157078rad
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2. Sa se efectueze urmatoarele operatii cu grade, minute si secunde sexa-
gesimale:

a) 1203544 + 25045/52" = 38021'36"
44" 4 52" = 96" = 136"
35/ + 45" + 1/ = 81/ = 1021
120 + 250 + 10 = 380

b) 15943'38" x 3 = 47°10'54"
38" x 3 =114" = 154"
43" x 3+ 1" = 130" = 2010’
159 x 3+ 20 =470

¢) 12593715" : 3 = 41052/25"
1250 : 3 = 410 rest 20 = 120/
120" + 37 = 157’ : 3= 52’ rest 1’ = 60”
60" +15" = 75" : 3 = 25"

3. Sa se calculeze valorile functiilor trigonometrice ale altor unghiuri uzu-
ale (valori exprimate prin radicali):

(7r 7r) ™ s ™ ™ \/6—\/5

=sin — Ccos — — CoS — Sin — =

. . T .
a) sin 15° = sin — =sin

12 3 4 3 4 3 4 4
cosl50=cosf—2=@; tg%=2—\/§; ctglﬂ—2=2+\/§
b) sin?(22930’) = sin® % = - _CQOS% _ 2 _4ﬂ = sing - %ﬂ
c0s?(22930") = cos? § = L CQOS% = 2 +4\/§ = cosg = 2%\/5

tg(22030") = tg T = /2 - 1; ctg(22030') = ctg £ = /2 + 1

c) functiile trigonometrice ale unghiului de 18° = 7:
sin 720 = 25in 36° cos 36° = 4 sin 189 cos 18°(1 — 2sin” 18°);
sin 729 = sin(90°-18%) = cos 18Y. Egaland cele 2 identitati si impartind
prin cos 18 > 0 obtinem ecuatia in necunoscuta v = sin 18°:

1=4u(l-2u?) = 8ul-du+1=0< 2u-1)(4u*+2u-1)=0

-1+V5

care are radacinile u; = % = sin300 > sin18%, wuy = 1 > 0

-1-vV5 7 5-1

< 0, asadar sin18° = sin — = 1

De aici

si us =
: 4



CAPITOLUL 1. TRIGONOMETRIE PLANA

24/5
rezulta cos 180 = cos —=V1 n?180 = O hl ————— apoi tgllO =
2
1—% si ctgl%: V5 +2V5
10-2/5

=2sin 18° cos 180 = 1

\/6 2
cos36° = cos £ = V1 —sin 2360 = Al
tg36° = tg T = /5 - 2V/5; ctg36° :ctgg :\/1+¥

sin 369 = sin £

2
e) sin54° = sin(90° - 36%) = cos 36" = —6 1 V5
10 -2+/5
cos 549 = cos(90°0 - 36%) = sin 36° = — V5

tg 540 = ctg 360 = /1 + 245; ctg 540 = tg 360 = /5 - 2/5

Analog rezulta valorile functiilor trigonometrice pentru unghiurile 679307,
720, 759, Aceste valori pot fi puse in urmatorul tabel:

T sinx cos T tgx ctgx
0 0 1 0 00
150=x | o2 [ o2 | 9 /3 | 913
180-x | B | Vs |\ fi_26 | (/5005
22030/ =T | M2 | 22\ /5 i V2+1
wz | 3 [ 4 £ | v
300=z | Y028 | 16|\ 5 0 /5 | (/1428
450 =7 2 2 1 1
po=3z | L5 | VI0VE | [, 265 |\ /5005
wz | & L[ A | @
67030/ = 30 | =21 22 1Dy | /2-1
70 =2 | Y028 | VB |\ 50 /5| \/1-28
750 =22 \/gjlﬁ ﬁ;ﬁ 2++/3 2-3
900 = T 1 0 00 0

4. Sa se calculeze functiile trigonometrice pentru urmatoarele valori:
m 97 14w 9w 2015w 20157 20157 20157

3

F;

Z;

; —7;

2 I

3 7 4

6
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5. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii trigonometrice:

a) cos2z +4sinr-1=0
R: Inlocuim in ecuatie cos 2z = 1 - 2sin® z si obtinem

1-2sin’z +4sinz - 1=0 < 2sinx(2-sinz) =0

Cum sinz <1 = 2 -sinx > 0 deci singura solutie acceptabila este
sinz = 0 de unde obtinem z = kr + (-1)*arcsin0,k € Z = z = km, k €
7

b) V2cosz +2sin’x +ctg?r-3=0, x #km,keZ
R: Folosind formulele care exprimi sin’z si ctg?z in functie de
cos? x obtinem
cos?x

V2cosz+2(1-cos?x) + ——— -3=0
1-cos?x

Punand ¢ = cosz, in urma calculelor se obtine
2 V2B +V2-1=0< (V2 -1) (V23 +1) =0
1 V2 s 1 ( 1)

2

lh=—F==—F =>w=2kr+—; ly=-——= =1 =2kT +arccos

V22 I

c) dsinz +2cosx -3tgr-2=0

R: ]F‘ace;rzlf substitutia £ = tg 3. Avem sinx = %, cosx = 1 ; ii si
tgx = [ Dupa efectuarea calculelor se obtine ecuatia
204 =Tt -2+t =0
care are radacinile t; =0, ty = —%, fgq=2=% V3.
tgg=0$g=k7r='x=2k7r, kelZ
tg% = —% = g = k:7r+arctg(—%) == 2k7r+2arctg(—%), kelZ

tgg=2+\/§:x:2k7r+2arctg(2+\/§), keZ
tgg=2—\/§:x=2kw+2arctg(2—\/§), kel

d) V3sinz +cosz =1
1 1

R: impér@ind prin /3 obtinem sinz + %COSLIZ =5 Punem Nl
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tg g = sinx + %cosx = % = 8inx cos ¢ + cosxsin g = %cos
unde folosind formula pentru sinusul sumei gasim sin ([E + %) = %
asadar

1
T+ % =km+ (—1)karcsin§ =T =kT+ ((_1)k - 1)

381{12:5 +2sinzcosx —cos?x =0
R: Impartind prin cos?z # 0 si punand ¢ = tgx obtinem ecuatia

32 +2t-1=0

ti=-l=>tgr=-1=>z=kr+arctg(-1)=kn -3, keZ

to=t=tgr=L=so=kr+arctg(l), keZ
2sin* 2 -2v3sin® z cosx+4sin® x cos? x+2v/3sin z cos? z—-2cost z = 1

R: Inlocuind in membrul drept 1 = sin®z + cos? z ecuatia devine:
2sin? 2 — 2¢/3sin’ z cos z + 4sin’  cos? z + 2v/3sin x cos®  — 2 cos* z =
= (sin’z + cos’ 7)? =

4

sin :10—2\/§sin3mcosx+2Sin2:L‘cost+2\/§sinmcosga7—3cos4x =0

impér‘gind prin cos* x si notand ¢ = tgx obtinem

- 2V/B 22 +2V/3-3=0< (*-1)(#*-2v3+3) =0
tip=xl=>tgr=xl=>a=knt], kel
t374=\/§='tgx=\/§='x=k7r+7—§, keZ
5(sinx + cosx) — 2sin2z =4
R: Facem substitutia v = sinz + cosx = sin2z = u? — 1. Se obtine
ecuatia 2u? - 5u + 2 = 0 cu radacinile reale u; = 2, us = 3.

2
uzsinx+cosx:\/§cos(as—§) :2:>cos(a:—§) =v2>1= nu
exista solutii;

u = SInx + CoSx

2k + arccos % + 7

cos? x + cos? 2x — cos? 3x =1

R: 1(1+cos2z)+3(1+cosdz) - 1(1+cosbz) = 1 < cos2x - cos bz =
1-cos4x. Folosind formulele de transformare a diferentei si sumei in
produs gasim —2sin 4z sin 2z = 2sin® 2 = 2sin 22(sin 47 + sin 27) =
0 < 4sin2xsin3xcosx =0

sin2xz0='2x=k:7r='x=%“, keZ

sin3x=0=>3:v=k7r:>x=%”, keZ

cosx =0= 2= (2k+1)%, keZ, multime de solutii care este inclusa
in prima multime.

V2cos(z-2) =1 = cos(z-12) = % = I =



1.6. EXERCITII 19

i) 2(sin®x + cos®x) +sin x + costx = 1
R: Cu substitutia y = sin2z avem sin®z + costz = 1 - %y2, sin® z +
cosSz =1 - 3y?, iar ecuatia devine 2 (1 -3y ) +1-1y2=1ey?=1
cu radacinile y = +1.
sin2rx=1=2r=2kn+5=>x=kr+%, kel;

sin2x =-1 =2z = 2k7r—§:>3c k7r—— keZ.

j) cosxcosTx = cos 3z cosbx
R: Transformand cele doua produse in sume avem

1 1
—(cos8x +cosbx) = =(cos8x + cos2x) < cosbx —cos2x =0 <
2 2

< —2sindxsin2z =0

Sin4x:O:>x:%”, kel
sin2x =0 =x = %”, k € Z, multime de solutii care este inclusa in
prima multime.

k) cosz ++/3sinz = m; discutie dupd m € R

1

)

) 2cos?x —sin2zx +sinz +cosx =1
m) cos?x + 3sin? z+2v/3sinzcosz =1
)
)

n) cos?x + cos?2x + cos? 3x + cos? 4x = 2

3

0) sin®z cos 3z + sin 3z cos® =
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Capitolul 2

Complemente de trigonometrie

2.1 Functii hiperbolice

Functia
61‘ — 6—.’1)

sh:R >R, shx =

se numeste sinus hiperbolic.
Este impara, bijectiva si are graficul:

-4 -2 2 4

—4f

Functia
et +e®

2

ch:R->R, chx =

se numeste cosinus hiperbolic.

21



22 CAPITOLUL 2. COMPLEMENTE DE TRIGONOMETRIE

Este para si are graficul:

-4 -2 2 4

Valorile cht si sht sunt coordonatele punctelor de pe hiperbola echilatera
unitara de ecuatie

2?2 —y? =1

Functia
61‘ — p— T
th:R->R, the =

et +e’”

se numeste tangenta hiperbolica.
Este impara si are graficul:

Functia
et +e T

cth:R - R, cthz =

61‘ — 6-1‘
se numeste cotangenta hiperbolica.
Este impara si are graficul:



2.1. FUNCTII HIPERBOLICE

-4 -2

Formule pentru functiile hiperbolice:

ch’z-sh’z =1
ch(z+y)=chzchy+shzshy
sh(z +y) =shaxchy+chashy

thx £thy
th =
(=9 = Tzt
1 +cthxcthy
th = -
cth(z+y) cthx +cthy

ch2z = ch®z +sh’z

sh2z =2shxzchz

thoe = 0L

1+th"x
shxishy:Qth;ychx;y
Chx+chy:2(:hx+ychI;y
Chx—chy:Qthershx_y
2 2

sh(x £vy)

thz +thy = ———=

Ry chxzchy

Functia sh este bijectiva pe R, deci inversabila. Functia inversa

argsh: R - R, argshz =In(z + Va2 +1)

23
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se numeste argument sinus hiperbolic.
Restrictia cosinusului hiperbolic ch : (-=o0,0] — [1,00) este bijectiva deci
inversabila. Functia inversa

argch. : [1,00) - (=00,0], argch.z = In(z - Va2 -1)

se numeste argument negativ cosinus hiperbolic.
Restrictia cosinusului hiperbolic ch : [0,00) — [1,00) este bijectiva deci
inversabila. Functia inversa

argch, : [1,00) - [0,00), argch, x =In(z + Va2 -1)

se numeste argument pozitiv cosinus hiperbolic.
Functia th: R - (=1,1) este bijectiva, deci inversabila. Functia inversa

1+zx

1
argth : (1,1 R, argthx = -1
rgth: (-1,1) > R, argthz = o ln-—
se numeste argument tangenta hiperbolica.
Functiile hiperbolice gi inversele lor sunt derivabile pe domeniile lor de
definitie si derivatele lor sunt:

(shx)' =chz; (chx) =shx (2.13)
(thx) = o (cthz)' = s (2.14)
(argshz)’ = xi+ - (2.15)
(argch, x)" = xi— = z>1 (2.16)
(argthz) - 1_#932 7)< 1 (2.17)

Dezvoltarile in serii de puteri ale functiilor hiperbolice sunt:

1'3 m2n+1

xr
th:ﬂ'f‘a'f'""f‘mﬂ'...,v,fER (218)
ZL‘2 1'4 an
ch:z::1+§+z+---+(zn)!+...,Vxe]R (2.19)

2.2 Serii trigonometrice

O functie f : R - R se numeste periodica daca exista T # 0 astfel incat
flx+T) = f(z), Vr e R. Exemplu: functiile sin i cos au perioadele 2k,
k € Z. Cea mai mica perioada pozitiva T > 0 se numeste perioada principald.
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Daca functia f(z) este periodica de perioada T, atunci functia g(z) =
. .U . v} T.
f(ax) este periodica de perioada =
T T
g(:c+ —) = f(Oé(I+ —)) = flax+T) = f(ax) =g(x)
a !
Functiile sinx gi cosz sunt periodice de perioada principala 27, functiile
sinnx gi cosnx au perioada 27”, iar perioada comuna a functiilor

{sinnwx, cosnwz;n € N}

este T'= 2.
Daca f:R — R este o functie periodica de perioada T, integrabila pe R,
atunci:

fa+Tf(x)dx = —/(;Tf(x)dm, VaeR

Definitia 2.1. Se numeste serie trigonometrica o serie de functii de

forma

% + 3" (an cosnwz + by, sinnwz) (2.20)

unde ag,an, b, € R (neN), zeR, w>0.

n=1

Teorema 2.1. Daca seria (2.20) este convergentd (respectiv absolut conver-
genta sau uniform convergentd) pe un interval compact oarecare de lungime
T = 27“, atunci este convergentd (absolut convergentd sau uniform conver-
genta) pe R iar suma ei este o functie periodica de perioada T .

Conform criteriului Dirichlet, daca sirurile (a,)pen $i (bp)neny Sunt mono-
ton convergente la 0, atunci seria este convergenta pentru orice x # n1T’, n € Z
si uniform convergenta pe orice interval compact care nu contine puncte de
aceasta forma.

Teorema 2.2. Fie f: R - R o functie integrabila pe R, periodica de perioada
T= %’r care poate fi reprezentata printr-o serie trigonometrica

fx) = % + 3" (an cosnwz + b, sinnwa) .
n=1

Atunci coeficientii ag, ay,b, sunt dati de formulele

9 a+T

a = f f(x)dx
9 O(Cx+T

n = f f(x)cosnwzdzr, n>1 (2.21)
9 g+T

b, = T / f(z)sinnwzdr, n>1
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Integralele nu depind de « si de obicei se alege a =0 sau o = -

~3™lS

Pentru valorile lui @ anterioare, daca notam T = 2] = w = 2% =7 formu-
lele (2.21) devin:
21
1
ao = 7 [ f(x)dx
0
1 7 nmwx
=7 f f(x)cos de, n>1 (2.22)
0
;2
b, = 7/ f(z)sin——dx, n>1
0
sau
1
ap = jff(x)dx
=
1 l nwx
@n =7 [ f(x)cos de, n>1 (2.23)
)

I
:%ff(x)sin?dx, n>1
3

Formulele (2.21)-(2.23) se numesc formulele Euler-Fourier, iar seria tri-
gonometrica corespunzatoare se numeste serie Fourier trigonometrica
asociata functiei f.

Pentru demonstratia formulelor Euler-Fourier se calculeaza mai intai in-
tegralele:

l

! l
nmT . nrx
fcos—dx——sm— =0, Vn=1,2,...
-1 l nm [ 14
l l l
nnT nmT
fsm—dx———cos— =0, Yn=1,2,...
-1l l nm _1
mnx nrx (m+n)7rx (m-n)rz _
fls1nTcos—dx—2flsm ; 2flsm = =0

0,m#n

N n7rz (m-n)wz (m+n)mz _
[, sin £ gin 72 dx—Qflcosf—zflcosf

I,m=n

! - l . O0m=+n
f cos L cos M2 dx = 5 [ cos (m-m)mz | 1 [, cos (min)re _ ™
! 3/ 7 2J-1 1 L =
,m=n

Inlocuind in integralele din (2.23) pe f(z) cu seria trigonometrici (2.20) si
integrand termen cu termen se obtin coeficientii ag, a,,b,, n=1,2,....
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Daca functia f periodica de perioada T' = 2[ este para, coeficientii Fourier
sunt

=2
l

(z)dx

f
f(x)cos ¥ 2dx, n>1 (2.24)

le

O\NO\N

by =

e

,n>1

iar seria Fourier trigonometrica este numai de cosinusuri:

[ee]

f(x):%+ ancos@.

n=1

Daca functia f periodica de perioada T' = 2l este impara, coeficientii Fourier
sunt

(10=0

anzo,n21 (225)

l
= %_{)ff(x)sin@dx, n>1

iar seria Fourier trigonometrica este numai de sinusuri:

nmwx

f(x) = Zb smT

O functie f definita pe un interval de lungime 2! se poate prelungi pe R la
o functie periodica f de perioada T = 21 astfel incat f(z) = f(z) pe intervalul
pe care este definita f. Astfel se poate asocia o serie Fourier trigonometrica
si unei functii neperiodice definite pe un interval, suma acestei serii fiind
o functie periodica de perioada egala cu lungimea intervalului pe care este
definita f.

O functie f definita pe un interval [0,[] se poate prelungi la o functie
para pe intervalul [-[,{] punand f(-z) = f(z), Yz €[0,[], iar apoi aceasta
se poate prelungi la o functie periodica de perioada T' = 2[. Acestei functii i
se poate asocia o serie Fourier trigonometrica numai de cosinusuri.

O functie f definita pe un interval [0,] se poate prelungi la o functie im-
para pe intervalul [-/,{] punand f(-x) =-f(z), Yz €[0,[], iar apoi aceasta
se poate prelungi la o functie periodica de perioada T' = 2[. Acestei functii i
se poate asocia o serie Fourier trigonometrica numai de sinusuri.
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2.3 Numere complexe sub forma trigonome-
trica

Definitia 2.2. Un numar complex se defineste ca o pereche ordonata de
numere reale z = (a,b), a,b € R, unde a se numeste partea reald, iar b -
partea tmaginara a numarului complex z, notate cu a = Rez, b = Im z.
Multimea numerelor complexe se noteaza cu C.

Fie z; = (a1,b1), 29 = (az,b2), 2= (a,b) eCgi aeR.
Egalitatea a doua numere complexe:

21 =29 < a1 = ag Si by = bs.

Adunarea:
21+ 29 = (a1 + CLQ,bl + bg)

Este asociativa, comutativa, are elementul neutru (0,0), iar fiecare numar
complex z are opusul -z = (-a, -b), agadar (C,+) este grup comutativ.
Inmultirea cu scalari:
a-z=(aa,ab).

(C, +,-) este spatiu vectorial real de dimensiune 2, deci izomorf cu R?, iar
baza canonica este formata din numerele complexe 1 = (1,0) (unitatea reald)
si1=1(0,1) (unitatea imaginara). In raport cu aceasta baza avem

z=(a,b) =(a,0)+(0,0) =a(1,0) +6(0,1) =a-1+b-i=a+bi

care se numeste forma algebrica a unui numar complex.
Numerele de forma (a,0) = a + 0¢ = a se identificd cu numerele reale.
Astfel, R c C.
Numerele de forma (0,b) = 0+ bi = bi se numesc pur imaginare.
inmul‘girea numerelor complexe:

2129 = (a1a2 - blbg, CleQ + agbl).

Este asociativa, comutativa, are elementul neutru (1,0), iar fiecare numar
complex z # 0 are inversul z7! = (#, —#), agadar (C ~ {0},) este grup
comutativ.

(C,+,-) este corp comutativ. Cum 2 =¢-7=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1,
operatiile in acest corp devin asemanatoare cu operatiile cu polinoame:

Z1 + 29 (a1 + bll) + (CLQ + bgl) = (a1 + CLQ) + (bl + bg)’t
(CLl + bll) . (CLQ + ng) =aijas + albgi + alei + blbgl'2 =

= (a1a2 - blbg) + (Glbg + &le)i

VAR
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Numarul complex z = a — bt se numeste conjugatul lui z = a + bi.

Numarul real |z| = Va? + b? se numeste modulul lui z = a + bi.

Are loc relatia z -z = |2]2. impér‘girea a doua numere complexe se face
prin amplificarea cu conjugatul numitorului:

z1 21 29 ai1as + blbg (Igbl - CL1b2 .
— = = 1 pentru zo # 0.

2o 29+ Zo ai + b3 az + b3
Alte proprietati ale numerelor complexe:

21+ 29=21+ 29

2129 =21"29

22

(2.26)

(2.27)

(2.28)

2=z 2z€R (2.29)
Rez=3(z+2), Imz = 5(z-2) (2.30)
(2)== (2.31)
RezZ=Rez, Imz=-Imz~ (2.32)
|2l =] = z] = || (2.33)

|21+ 22| = |21 - |22 (2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

|z_1 - =l
z21 7 |22

[21] = 22| < [21 + 22| <[] + |22
|Re z| < |z|, |Tm 2| < |2]
|21 + 20| = |21]2 + | 22| £ 2Re(2122)
|21 + 20]? + |21 — 22? = 2 (|21]? + |22)?)
Numerele complexe pot fi reprezentate prin puncte in plan astfel: punctul
M (x,y) se numeste imaginea geometrica a numarului complex z = x + yi §i
invers, numarul complex z = x + yi se numeste afizul punctului M (z,y).
Numerelor reale corespund puncte de pe axa Ox (numita aza reald), iar
numerelor pur imaginare corespund puncte de pe axa Oy (numita azd ima-
ginara)
x = pcost

. obtinem
y = psind

Folosind coordonatele polare ale punctelor din plan {
forma trigonometrica a numerelor complexe:
z=p(cosf +isinf)

p =+/x?+y? > 0 este chiar modulul lui z, iar § € [0,27) (cu tgd = £) se
numeste argumentul lui z gi se noteaza cu argz
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Folosind formula lut Euler

= cosf +isin6

o
se obtine forma exponentiald a numerelor complexe z = pe®.

Avem e~ = cosf —isinf, deci z = pe~?.

Pentru adunarea si scaderea numerelor complexe se poate folosi regula
paralelogramului pentru vectorii de pozitie corespunzatori imaginilor acestor
numere complexe.

Distanta dintre imaginile a doua numere complexe este egala cu modulul
diferentei dintre aceste numere:

|21 = 22| = |(z1 + 910) — (w2 + y21)| = \/(1'1 = 12)% + (Y1 — ¥2)?

Pentru inmultirea si impartirea numerelor complexe se pot folosi formele
trigonometrice sau exponentiale. Daca z; = pi(cosf; +isinfy) = pe?r si
29 = pa(cos by +isinby) = paei®2 atunci:

2129 = pr(cosfy +isinby) - pa(cosby +isinby) =
= p1p2[cosb cos by —sin b sin by + i(sin 64 cos Oy + cos b sinbs) |
= pip2[cos(by +63) +isin(b; +62)]
= 1€ pae’® = ppye’r+h2)

prei

= % [cos(01 — 05) +isin(b, —6y)] = P - %ez‘(elez)

21

22
Formula lur Moivre:
2" = [p(cosf +isinf)]" = p™ [cos(nd) + isin(nh)]
Consecinte ale formulei lui Moivre:

e Ecuatia binoma z" = a, unde a = r(cosa + isina) € C are radacinile

complexe
+2k + 2k
2= w(cosumsinu), k=0,1,...,n-1.  (2.40)

n n

e Pentru a =1 =cos0+isin0 se obtine
2k 2k

zkzcosi+isini, k=0,1,...,n—-1
n n

care se numesc radacinile de ordinul n ale unitatii.

e Radacinile din (2.40) pot fi rescrise

a .« 2km . 2km

Zp = (L/?(cos—+zsm—) (COS—+ZSIH— , k=0,1,...,n—-1.
n n n n

agsadar se obtin dintr-o radacina a ecuatiei binome prin inmultire cu

radacinile de ordinul n ale unitatii.
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2.4 Functiile trigonometrice in complex

Functii elementare in complex:

1. Functia polinomiala in complex

1

P(z)=ap,z"+a, 12"+ +a1z+ag, a,€C,k=0,....n

2. Functia rationala in complex

R(2) = P(z)  pn2™+ 2™ 4+ ayz +ag
T Q(2) bz 4 by 2l 4+ byz + by

&j,bkEC,jzo,m,kzO,_n

3. Functia radical in complexr /z se definegte ca fiind inversa functiei
putere z". Folosind (2.40) avem:

Yz ={/r(cosa+isina) = {L/F(cos

Functia radical in complex este o functie multivalenta (multiforma)
cu n valori (ramuri de functie). Pentru k = 0 se obtine determinarea
principala a functiei radical.

4. Functia exponentiala in complex:

e* =" = e"(cosy +isiny).

Proprietati:
@ eF1tZ2 = 71 . p22
e #+27mi = % (functie periodica de perioada 27i)
o |e?| = e” gi arg(e?) =y pentru z =z + iy
5. Functia logaritmica in compler se defineste ca fiind inversa functiei
exponentiale: z =e¥ < w =1nz.

Daca w=wu+1v gi z = pe? (unde p = |2] si 0 = arg(z)) atunci:
eW=eutit =gl =z=p.c¥ = et=pgiv=0+2kr, ke Z=

Lnz=In|z|+i(argz +2km), keZ

Logaritmul complex este o functie multivalentd (multiforma) cu o in-
finitate de ramuri de functie. Pentru £ = 0 se obtine determinarea
principala a functiei logaritm. Proprietati:
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e In(z1-20) =Inz; +1nz
° ln(i—;)zlnzl—lnzg

e In(z")=nlnz

o ln(%)z%lnz

6. Puterea complexa a unui numar complex:

2% = e (qeC).

7. Functuile trigonometrice si hiperbolice in complez se definesc cu ajutorul
functiei exponentiale si prelungesc in complex functiile corespunzatoare
reale:

—

1, . ) . )
cosz =5 e’ + e‘”) sinz = 5 (e — e7i%) (2.41)

chz==(e*+e?) shz= % (e#—e?) (2.42)

N | —

Proprietati:

e cos(iz) =chz gisin(iz) =ishz

o cos?z+sin?z=1gich?z-sh?z=1

e sin(z;  z5) = sin 21 CoS 23 % €OS 21 sin 2y
e cos(z1 + 23) = COS 21 COS 23 F 8in 21 sin 2y
o sh(z; +23) =shz;chzy +chzyshz

e ch(zy +29) =chzychzy +shz shz

e Functiile trigonometrice sin si cos sunt periodice de perioada 2,
iar functiile hiperbolice sh si ch sunt periodice de perioada 27

e Functiile cos gi ch sunt pare, iar functiile sin gi sh sunt impare

° sin(%—z) =cosz si cos(g—z) =sinz

sin z
cosz’

— cosz — shz — chz
ctgz = thz=7%% cthz=3=.

sinz’

Se pot defini si functiile tgz =

8. Functiile inverse trigonometrice si inverse hiperbolice in complexr se
definesc cu ajutorul functiei logaritmice in complex:

1
e arcsinz = —,Ln(z’z+ VAl —z2)

]

® arccosz = an(z+\/z2—1)

1
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1 1—z
e arctgz=—Ln—
T i+ 2z

1 Z+1
e arcctgz=—Ln——
2 )

e argshz = Ln(z+ 22+ 1)

° argchz:Ln(z+\/z2—1)

1.1
e argthz=—Ln Tz
2 1-2
1 1
° argcthz=—LnZ+
2 z-1

2.5 Exercitii

1. Sa se gaseasca seria Fourier a functiei
flx)=x, 0<x<2m,

periodica, de perioada 2.
Rezolvare.

Prelungind functia f(z) prin periodicitate, construim functia f(z), de-
finita pe R minus punctele x,, = 2n7w, (n € Z), care sunt discontinuitati
de speta intaia pentru aceasta functie. Graficul sau, pentru un numar
finit de perioade, este urmatorul:

f ()

SN

x’ 67 —41 27 0 2w 4w 67 8‘7r X

Avem: f(2km-0)=2n, f(2kn+0)=0, keZ.
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Calculam coeficientii Fourier:

2T 2
1 1 227
ap=— [ vdv=—-—| =27
s T 21
0
1 2 1 1 2
T . 2 .
anz—fxcosnwdmz— —Slnnx|0ﬂ——fsmnxdx =0, neN
T mn nJ

N =
S8

™

0
1 2 1 2T 9
. 2 .
by, = — [ rsinnxdr = = | -= cosnz|y + — / sinnzdr|=-—, neN
J n n

0

Avem,

) »m -2 S {

adica seria Fourier este convergenta catre ordonatele graficului functiei
f(z) in orice punct de continuitate a acestei functii si are suma egals cu
media aritmeticd a limitelor laterale ale functiei f (z), in toate punctele
sale de discontinuitate. Pe intervalele (2nm,2(n + 1)7),ez convergenta
seriei este chiar uniformi catre f(z).

f(z) pentru z e R~ {2kn}, keZ
™ pentru x = 2km, k € Z

Y

Din precedentele rezulta formula

o s
sinnr Tw-x
Z =——, z€(0,2m), (2.43)
n=1 n
< C . & sinnx ) .
care da suma seriei trigonometrice Z pentru orice valoare a lui

n=1
x din intervalul (0, 27).

2. Sa se gaseasca seria Fourier a functiei
f(z)=2°% 0<x<2m,
functia fiind periodica de perioada T = 27, sa se precizeze apoi suma
seriei pentru x € R.
Rezolvare.

Graficul functiei f(z) este urmatorul:

f(2)
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Avem: f(2km-0) =42, f(2kn+0)=0, keZ.

n=12 ...
n27 )=

2T
0
21
1 9 4
an=— | z°cosnxdx = —
0
f
0

: 47
r?sinnxdr = ——, n=1,2,...
n

Rezulta atunci:

f(x) - —+4 Z

kel

n 272 pentru x = 2k

(2.44)

cosnw i sinnx {f(x) pentru x # 2km

Ca o consecinta a acestei dezvoltari, obtinem pentru x =7,

( 1 n+1 7T2

nzl n2 T12

De asemenea, inlocuind (2.43) in (2.44) se obtine suma primei serii din
dezvoltarea de mai sus sub forma

< cosnx  3x? —6mx + 272

> = 5 , 0<x<2m, (2.45)
egalitatea fiind valabila chiar pentru = = 0 si x = 27, deoarece prelungi-
rea functiei din membrul drept al egalitatii (2.45) este continua pentru

z € R (ea ia valori egale cu 72/6 la capetele intervalului [0, 27]).

n=1

3. Sa se dezvolte in serie Fourier de cosinusuri functia f(z) = |z|,0 < z < 7,
periodica, de perioada 2.

Rezolvare.

Prelungim mai intai functia prin paritate pe intervalul [-7, 0] si apoi
prin periodicitate pe toata axa. Se obtine o functie continua pe R, pe
care o notam cu f si al carui grafic este urmatorul:

f

] ] ] ] >

x —4r -31 21 -1 0 T 2 3w 4w X
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Avem:
2 ™
aoz—fxdxzﬂ,
s
0
r 2| zsinnz|™ 1 W,
an:—fxcosnxdasz— ——/smnxd:v =
s T n lgo n
0 0
9 0 pentru n par
:_QCOSMCE: _—4 entru n impar
o m(2n—1)2 P P
Prin urmare,
aon =0, n=12 ...
-4
nol= ——————, n=1,2,...
ff2n-1 m(2n-1)2 "
b,=0, n=1,2,...
rezulta ca,
T 4 & cos(2n-1)r =
|- —--— = f(x), zeR.

Din aceasta dezvoltare rezulta ca putem scrie egalitatea:

T 4 S cos(2n-1)x
Z_z E: —T<x <. 2.46
2 742 (2n-1)2 TEreT (2.46)

2| =
Egalitatea (2.46) are loc gi in punctele x = 7 §i = -7, In virtutea con-
tinuitatii functiei. Seria obtinuta este absolut si uniform convergenta
pentru x € R, concluzie ce rezulta atat din criteriul lui Dirichlet cat si

prin aplicarea criteriului lui Weierstrass, comparand seria data cu seria

1
Riemann Z W, care este convergenta.
n

4. S& se dezvolte in serie Fourier de sinusuri, functia f(z) =1, 0 <x < 7,
periodica, de perioada 2.

Rezolvare.

Rezolvarea problemei consta in a prelungi mai intai functia data prin
imparitate pe intervalul [-7, 0], obtinand

-1 pentru —m<x<0
f(x) =
pentru O<x <m
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si apoi prin periodicitate pe toatd axa, obtinand in final functia f (),
al carei grafic are urmatorul aspect:

Hf

| ! | | ! | ! >
T T | 1 [
-4 —37r -2 -1 () T 2r 3w 4m X

Dupa aceasta operatie, calculam coeficientii corespunzatori functiei im-
pare date:

a,=0, (n=0,1,2,...),
[1-(-1)"],

2w 2 r 2
by, = —/ 1-sinnzdr = —— cosnxly = —
7 Jo nm nm
de unde rezulta,

by =0, (n=0,1,2,...),
4

bom1 = ———— (n=0,1,2,...).
-1 m(2n-1) (n=0 )

Rezulta ca avem

f(z) Z om—1 keZ

n=1

4 &sin@n- Dz f(z) pentru z # km
0 pentru z =k’

Aceasta serie este chiar uniform convergenta pe toate subintervalele
apartinand intervalelor (nm, (n+ 1)), n€Z.

Din dezvoltarea precedenta mai rezulta egalitatea

= sin(2n -1
i G R
2n -1 4

n=1

Acest rezultat este interesant prin faptul ca suma seriei este constanta,
cu toate ca seria este o serie de functii.

5. Sa se dezvolte in serie Fourier functia

1 dacalO<z<l1
f(x)= ) ,
0 daca -1<x<0
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a carei perioada este T = 2.
Rezolvare.

Graficul functiei prelungite este de forma prezentata in figura alaturata

tf

Acum calculam coeficientii Fourier corespunzatori pentru [ = 1 si tinand
seama ca f(x) =0 pe intervalul [-1,0]:

angd:c:l;

0
1 ) .
an:fcosmmdx: —sinnz| =0, (n=1,2,...)
nm 0
0
- | Lo
bnzfsmmr:l:dx:——cosmm =—[1-(-1)"]
0 nm o nmw
de unde rezulta
bom = 0, ban 1 = ——— (n=1,2,...)
n = Y, n—-1 — ; n= gLy e )
2 T r(2n-1)
Prin urmare,
L1238 sin(2n - 1)z f(x) pentruz#k
f _ _Z—: 1 ,kEZ
2 T 2n -1 5 pentru x = k

De aici mai rezulta egalitatea

2n -1
Zsm(n )mc 7r 0<x<l,

2n-1

n=1

din care pot fi obtinute pentru valori particulare ale lui # sumele unor
serii alternate.
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6. Sa se dezvolte in serie de sinusuri functia periodica

pentru 0<x <1
f(x) =
2-x pentrul<z<?2’

perioada sa fiind 7' =2l =4, (I =2).
Rezolvare.

Prelungind prin imparitate functia f(x) pe intervalul [-2,0] si apoi
prin periodicitate pe toata axa, obtinem functia continua f(x), al carei
grafic are urmatorul aspect:

f

Suma seriei Fourier corespunzatoare va coincide cu f(x) pe R, seria
fiind absolut gi uniform convergenta (dupa cum se va putea constata
aplicandu-i criteriul lui Weierstrass).

Functia f(x) fiind impara, rezulta a, =0,(n=0,1,2,...), iar

9 rl 2
bn:—f f(x)sin@dxzf f(x)sinmdxz
[ Jo 5 0 s
1 2
:f wsin@dx+[ (2—.73)8111@61.%: 5 sm (n 1,2,...).
0 2 1 2 m2n?

Din ultima expresie rezulta

8(~1)n!

bn:Oa N7bn— YRV
? (n €N); bans w2 (2n-1)2

(neN).

Drept consecinta, putem scrie

(- 1)”1 (Zn Drx
Z(2n )2 ;TR
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7. Sa se dezvolte in serie de cosinusuri functia periodica de perioada

T=20=2, f(x) =22, x€[0,1].

Rezolvare.

Se prelungeste mai intai functia f(2) prin paritate pe intervalul [-1,0]
si apoi prin periodicitate pe toata axa, obtinandu-se functia f(x), con-
tinua pe R, al carei grafic il prezentam in continuare:

Functia data fiind para, avem b, =0, (n €N).

Avem inca

2 [t 1 2
aoz—f xde:Q/ 2?dr = =;
[ Jo 0 3

2 l 1 4-(=-1)"
ap = —/ 2% cos 2L g = 2[ 22 cosnradr = 4 (neN).
[ Jo s 0 n2m?

Urmeaza atunci, in virtutea continuitatii functiei f(z) ca avem

< 1 4 & (-1)"cosnmx
=—+—) ————— xR
fl@) =5+ nZl p :
Mai rezulta ca putem scrie inca egalitatea
> (-1)n 2(322 -1
Z( )" cosnmx _ w?(3x ),xe[—l,l] (2.47)

n? 12

n=1

Luand in (2.47) pe x = 1, obtinem suma seriei Riemann

© 1 72

De asemenea, pentru = =0, din (2.47) obtinem

S

n=1

n? 12
Din exemplele considerate se poate constata ca din dezvoltari Fourier

corespunzatoare, se pot obtine sumele unor serii numerice, pentru care,
de cele mai multe ori nu putem preciza decat cel mult natura.
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. Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica pe intervalul [-[,1], [ >0

functia

o, we[-1,0)
f(x)_{x, rel0,1]

. Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica numai de sinusuri pe

intervalul [0, 7] functia

o) = sinx, xe[(), ]
/@) {0, ve(Z,m]’

B

Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica numai de cosinusuri pe
intervalul [0, 7] functia
f(x)=m-2x.

Sa se calculeze: o, 143 144
; 9. 3. L. + ot tro
a) (1+4)(2-3i); b) (2+14)3; ¢ 2+i’d> 2_2,,6) 2+ 30)
(1+20)(2-37)
f) . .
(2-14)(3+21)

Sa se reprezinte in plan si sa se scrie sub formele trigonometrica si
exponentiald urméatoarele numere complexe: +i, £14i, +1+iv/3, /31,
+4 + 3i.

Sa se scrie forma algebrica ale numerelor complexe avand urmatoarele
module gi argumente:

a) |z| =2,argz=m; b) |z| =1,argz = %T’T; c) |z| =m argz = §;

d) |z = 1, argz = 5.

Sa se determine si sa se reprezinte in plan numerele complexe care
satisfac urmatoarele relatii:
a) 2] =2;b) |2-2i|<3;¢) 3<|z2-3+4i|<5;d) Rez<3; f) Imz > -2;
™ T
—<argz < —
g) g <argz< g

Sa se rezolve ecuatiile:

a) 22+ (5-2i)z+5(1-1)=0
b) 22+ (1-2i)2-2i=0

c) 23=-1

d) z4=4
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e) 25+ (1+71)23+8+8i=0

&

a) z1=-2+41, 25=-3+1
b) 212—1, ZQZQi

16. Sa se calculeze urmatoarele valori:

1S

b

C

)

) ln(\/§+z)

) (1+4)3-%

) @

) €?(cos3 +isin3)

b) In2+i(Z+2kr), keZ
) 22e5+ikT [COS( 1n2)+2s1n( ln2)],keZ
) e (5727) ke,

17. Sa se calculeze:



Capitolul 3

Aplicatiile trigonometriei in
geometrie si practica

3.1 Relatii intre laturi si unghiuri intr-un tri-
unghi oarecare

Fie un triunghi oarecare cu varfurile in punctele A, B, C' (se noteaza A ABC).
Unghiurile sunt notate cu A, B si C si masura lor este cuprinsa intre 0°
si 180° (in radiani intre 0 si 7):

A+B+C=180°

Daca toate unghiurile sunt ascutite (A, B, C < 90°) triunghiul se numeste
ascutitunghic, daca un unghi este obtuz (cu masura intre 90° si 180°) se
numeste obtuzunghic, iar daca are un unghi drept (90°) se numeste dreptun-
ghic.

Laturile se noteaza cu a = BC, b=CA, c= AB si verifica inegalitatile:

a<b+c, b<c+a, c<a+b (3.1)
a>b-c, b>lc—al, ¢>|a-b| (3.2)

Un triunghi care are doua laturi egale se numeste isoscel, un triunghi cu
toate laturile egale se numeste echilateral, iar un triunghi cu laturile oarecare
se mai numegte gi triunghi scalen.

Notam cu hg, by, he Inaltimile triunghiului duse din A, B, respectiv C.
Avem:

he =csin B =bsinC = 2 = _¢

sinB =~ sinC
- : — : a — C
hy=csinA=asinC = ;5 =55
_ . _ . b _ a
he=asin B =bsin A = 5 = =0

43
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Teorema sinusurilor:

a b _c
sinA sinB sinC’

Aria A ABC este

1 1 1 1
S==a-h,=—-absinC = —acsin B = =bcsin A
2 2 2 2
25 25 25
Deducem ca sin A = —,sin B = —,sinC' = —, iar teorema sinusurilor
] be ac ab
devine ; ;
a c__abe_, R

sinA sinB sinC 2§
unde R este raza cercului circumscris triunghiului.

abc
A =— gi
vem S 1 si

a=2RsinA, b=2RsinB, ¢=2RsinC
Teorema proiectiilor:

a=ccosB+bcosC
b=acosC +ccos A

c=bcosA+acosB

Teorema lui Pitagora generalizata:

a?=0b%+c%2-2bccos A
b? =a? + c? - 2accos B

c2=a?+b%2-2abcosC

Teorema cosinusului:

b2 42— g2
CosA:%
2., 2 _ 12
st
2ac
a?+b%-c2
C=——
cos 50
Avem:
cosQé _ 1(1+COSA)=1(1+Z)2+C2_@2)=b2+2bc+c2_a2_
2 2 2 2be 4be
(b+c+a)(b+c-a) p(p-a) a+b+c

, unde p =

4bc be 2
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Asadar Cosé = ZM, COSE = ]Ma COSQ = ZM
i 2V be 2 V ac 2 V ab

A 1 1 b2+ c2 - a? a?-b2+2bc—c2
in2= = Z(l-cosA :_(1_ ): =
MY 5 (I-cosd) =5 e Abe

_ (a+c—b)(a+b—c):(p—b)(p—c)’deCi
4be be

A [o Do B [o-0e=0 . C_ [e-awD
2 be ' 2 ac ’ 2 ab

A_1@-bp-o  B_ |@-a)p-¢ C_ |@-a)p-b
®3 " p(p-a) 83 pp-0) 82 p(p-c)

Teorema tangentei:

a-b 2R(sinA-sinB) 2sin 422 cos 442 A-B A+B

= =t t
a+b 2R(sinA+sin B) QSlnA;BCOSA2B 8T 8T

a-b tg42 b-c g8 c-a tgG2

a+b tgA;B b+c tg%’ cha_th;”4

Formulele lui Mollweide:

a+b 2R(smA+s1nB) 281nA+BcosA—B

c 2RsinC 2sin % cos %

i A+B+(C=1m=>

sin

A+B . »-C _ (m C c . : )
=sin =gin| = - — | = cos — si atunci obtinem
2 2 2 2 ° i

a+b COSATB b+c COSBTC c+a cos<A

) Y =
c sin % a sin é b sin 5 B

si analog
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3.2 Formule pentru diverse elemente ale unui
triunghi

1. Aria triunghiului

S = —bcsmA bcsmécos —b\/(p H(p-c) [p(p-a)
2 be
= \/p(p—a)(p—b)(p—c) (formula lui Heron)
1 asinB asinC . a?sin BsinC'
= 3 enA sma BTG

2. Raza cercului circumscris triunghiului

o - abc LR abc
28 4/pp-a)(p-b)(p-c)
3. Raza cercului inscris in triunghi

1 1 1 b
S=—ar+—b7’+—c7":a+ e
2 2 2 2

.f,":p./]ﬂﬁ?ﬂ:_

4. In3ltimile triunghiului

h, = 2Rsin Bsin C'
hy =2Rsin AsinC
h.=2Rsin Asin B

5. Bisectoarele triunghiului

bsinC csin B

b, = =
cos % cos %
b csin A asinC'
b = =
cos u cos %
b - asin B bsin A
c =
cos AQB cos ATB

6. Medianele triunghiului

2 _ 2(b%+c?)-a?

mg = 1
m2 _ 2(a?+c?)-b?

b~ 4
2(a2+b2)-c?

2 _
meg = 1
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3.3 Rezolvarea triunghiurilor

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A (A = 90°). Lungimile catetelor sunt
AB =c g AC =0, iar lungimea ipotenuzei este BC' = a. Avem:

e Unghiurile ascutite sunt complementare deoarece suma unghiurilor este
1800:
B+C =90

e Teorema lui Pitagora:
a’=b*+c?

e Functiile trigonometrice in triunghiul dreptunghic:

(SN~ N~ o e

sinB=—, cosB=—, tgB=-, ctg

Qo Q|

Q210

O Ol o
Q oy
I

sinC =—, cosC=—, tgC=-, ctg

e Aria triunghiului:

1 1
S = é-b'c=—absinC’=iacsinB=ZaQSin2B=Za2sin2C
1bzct B—lc2ct C
SR S

Un triunghi dreptunghic poate fi rezolvat daca sunt cunoscute (in afara
de unghiul drept A =90°) urmatoarele elemente:

1. cele doua catete b si ¢
2. ipotenuza a si o cateta b (sau c)
3. ipotenuza a si un unghi ascutit B (sau C')

4. o cateta gi unghiul opus ei (b si B, sau ¢ si C)

Caz | Date | Necunoscute Unghiuri Laturi Arie

1 | bje | B,Coa,S |tgB=tgC=5| a?=b+¢? S =1be

2 a,b B,C,c,S sinB=cosC'=§ 2 =a>-0 | S=1bVa®-b?
b=asin B

3 | aB| CbeS C=90°- B G g - 1e26in2B
c=acosB

__b

4 | 0B| CuacS C'=90°-B “TWmE | g-lpctgB

c=bctgB
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Un triunghi oarecare poate fi rezolvat daca sunt cunoscute urmatoarele
elemente:

1. doua laturi si unghiul dintre ele (cazul L.U.L.)
2. o latura si doua unghiuri (cazul U.L.U.)
3. toate cele trei laturi (cazul L.L.L.)

4. doua laturi si unghiul opus uneia dintre ele (cazul L.L.U.)

Caz Date Nec. Unghiuri Laturi

2 =a?+b%-2abcosC

_ 0 _
LUL. | a.C.b | A B,c {A+B‘180 ¢

A-B _ a-b C
875 = 83

ULU. | B,a,C | Ajbc | A=180"-(B+C) b=winB o asinG

it =\
LLL. | abec | ABC| tg8- W ) +V;riﬁ2aie1.800
a5 P
: _ bsinA 5 T
bl il Il Y 28138?0_— (,Z +B) c (;ciZiCZZﬁ ;rl.) 2_1(:1 c_) O

Observatii:

e In cazul L.U.L. triunghiul poate fi construit grafic, deci existenta lui
este asigurata cu solutie unica. Latura necunoscuta se determina cu
teorema lui Pitagora generalizata, iar unghiurile necunoscute se obtin
din sistemul pentru suma si diferenta lor (ca in tabel) sau cu teorema
sinusurilor

e In cazul U.L.U. triunghiul exista si este unic daca si numai daca suma
unghiurilor date este mai mica de 180°. Unul din unghiurile date poate
sa nu fie alaturat laturii date deoarece din suma unghiurilor rezulta si
celalalt unghiu alaturat. Laturile necunoscute se calculeaza cu ajutorul
teoremei sinusurilor.

e In cazul L.L.L. triunghiul exista si este unic determinat daca si numai
daca pentru laturile date sunt indeplinite inegalitatile triunghiului. Un-
ghiurile se determina cu ajutorul teoremei cosinusului sau cu formulele
jumatatii de arc in functie de laturi.
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e In cazul L.L.U. triunghiul exista daca si numai daca ecuatia de gra-
dul doi obtinuta din teorema lui Pitagora generalizata are cel putin o
radacina strict pozitiva.

2 —2bccosA+b2—a2=0=c=bcos A+Vb2cos2 A-b%+a2 =

c=bcos A+Va2-b2sin® A

3.4 'Trigonometrie si geometrie in spatiu

Intersectia a doua plane neparalele este o dreapta. Aceste plane se impart
in patru semiplane (doua céate doua opuse) care au in comun dreapta de
intersectie.

Doua semiplane formeaza un unghi diedru, dreapta ce limiteaza aceste
semiplane se numeste originea diedrului sau muchia diedrului, iar semiplanele
se numesc fetele diedrulua.

Prin unghi plan corespunzator unui unghi diedru intelegem unghiul format
de doua semidrepte continute in cele doua semiplane si perpendiculare pe
muchia diedrului.

Planul bisector al unghiului diedru este planul care contine muchia die-
drului si care face cu fetele diedrului unghiuri plane corespunzatoare egale.

Fie un unghi diedru de masura «. Daca ABC' este un triunghi de arie S
situat pe una din fetele diedrului, atunci aria proiectiei A’B’C" pe cealalta
fata a diedrului este S’ = S cosa

Daca se considera un al treilea plan care nu este paralel cu cele doua
plane care formeaza unghiul diedru, atunci toate trei au un punct comun
si se intersecteaza doua cate doua dupa cate o dreapta, formand trei muchii
care trec prin punctul comun planelor. Spatiul este impartit de cele trei plane
in opt parti numite octanti.

Portiunea din spatiu determinata de un octant se mai numeste si unghi
spatial sau unghi triedru. Elementele unui triedru Ozyz sunt:

varful triedrului O

3 muchii (semidreptele Oz, Oy, Oz)

3 fete plane (xOy, yOz, xOz), fiecare dintre ele fiind un unghi plan
e 3 unghiuri diedre avand ca muchii Oz, Oy, Oz.

Bisectoarea unui triedru este semidreapta de intersectie a planelor bisec-
toare ale celor trei diedre formate de fetele triedrului.
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Teorema 3.1. In orice triedru unghiul unei fete este mai mic decat suma
celorlalte doua unghiuri.

Un triedru pentru care cele trei semidrepte sunt perpendiculare doua cate
doua se numeste triedru tridreptunghic.

Un triedru tridreptunghic constituie suportul unui reper (sistem de co-
ordonate) cartezian in spatiu, muchiile fiind suportul azelor de coordonate
(avand fixate sensurile pozitive si unitatea de masura).

Un reper drept este un reper in care prin rotirea semiaxei pozitive Ox
spre semiaxa pozitiva Oy in sens pozitiv, se obtine sensul pozitiv al semiaxei
pozitive Oz dupa regula mainii drepte sau a burghiului.

Daca se considera mai multe (cel putin trei) plane ce au un punct comun
se obtine un unghi marginit de mai multe fete plane, numit unghi poliedru.

Daca interiorul unui unghi poliedru nu este intersectat de niciunul din
planele care il formeaza, acesta se numeste unghi poliedru convex; in caz
contrar unghiul se numeste unghi poliedru concav.

Un plan care intersecteaza toate fetele unui unghi poliedru convex deter-
mina prin punctele de intersectie cu muchiile poliedrului un poligon convex.
Daca acest poligon convex este inscriptibil intr-un cerc, atunci acest cerc
impreuna cu varful unghiului poliedru determina o suprafata conica in care
este Inscris poliedrul convex.

Un unghi solid este o portiune din spatiu marginita de suprafata unui
con circular drept.

Unghiurile solide se masoara in steradiani. Un steradian este egal cu
unghiul solid care, avand varful in centrul unei sfere, decupeaza pe aceasta o
arie egala cu patratul razei. Sfera are in total 47 steradiani (aria sferei fiind
4mr?).

Unghiurile solide se mai masoara in grade pdatrate, notate (°)? sau deg?.
Ele masoara portiuni din suprafata unei sfere analog cum gradele masoara

portiuni din lungimea unui cerc.

™

2
. . . v s ~
180 Tadiani, atunci un grad patrat are (—180) ~

Astfel, daca un grad are
3.0462 - 10~ steradiani.

O sfera intreaga are 47?(180)2 = 129600 . 41953 deg?

T T -
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3.5 Aplicatii practice ale trigonometriei in to-
pografie si geodezie

3.5.1 Determinarea inaltimii unui obiect vertical

1. Daca punctul de la baza obiectului ce trebuie masurat este accesibil
Notam cu h inaltimea obiectului, d distanta de la observator la baza
obiectului gi @ unghiul de elevatie (determinat cu teodolitul). Atunci

h=dtga.

2. Daca punctul de la baza obiectului este inaccesibil (metoda 1)
Se determina cu ajutorul teodolitului unghiurile de elevatie o i 3 ale
obiectului din doua puncte distincte coliniare cu baza obiectului, aflate
la distanta d unul de celalalt. Atunci:

B d _ dsinasin 3
Cctga—ctgf  sin(f-a)

Daca obiectul este situat pe un plan inclinat (de panta tg ) atunci:

_ dsinasinf3
~ cospsin(f-a)’

3. Daca punctul de la baza obiectului este inaccesibil (metoda 2)
e Fie P, si P, doua puncte in planul orizontal necoliniare cu baza
obiectului B.

e Notam cu 7; §i v2 unghiurile facute de BP, si BP, cu P, P, si cu
a1, ap unghiurile de elevatie masurate in Py, respectiv Ps.

e Daca d este distanta dintre P si P, atunci:

. dtgaisiny, ditgassiny
sin(y1+72)  sin(y+92)

e Daca se cunoaste doar unul dintre unghiurile ~; si 72, avem BP; =
hctgay si BP, = hctgas, iar aplicand teorema cosinusului in
A BP; P, pentru unghiul cunoscut se obtine h.
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3.5.2 Determinarea distantei dintre doua puncte

1. Determinarea distantei dintre doua puncte accesibile despartite printr-
un obstacol

e Fie A si B cele doua puncte despartite printr-un obstacol.

e Se alege un punct C' din care se vad punctele A si B si se masoara
distantele AC' =b si BC = a.
e Se determina unghiul C' = <« AC'B.

e Distanta ¢ = AB se determina din triunghiul ABC' cu teorema lui
Pitagora generalizata:

2 =a®+b*-2abcosC
2. Determinarea distantei dintre un punct accesibil si unul inaccesibil

e Fie punctul accesibil A gi un punct B inaccesibil observatorului.

e Se alege un punct C' din care se vad punctele anterioare A si B,
punctul B fiind despartit de punctele A gi C' printr-un obstacol.

e Se masoara distanta C'A = d si unghiurile « CAB = asi « ACB =7

e Pentru determinarea distantei AB = z se aplica teorema sinusuri-
lor in triunghiul ABC'. Obtinem

_ dsiny
~ sin(a +7)

3. Determinarea distantei dintre doua puncte vizibile dar inaccesibile

e Fie A si B cele doua puncte inaccesibile observatorului.

e Se aleg alte doua puncte C' si D din care se vad punctele A si B
dar sunt despartite printr-un obstacol de acestea.

e Se masoara distanta C'D = d, precum si unghiurile « ACB = aq,
«BCD = Qo, «ADB = 51 §1 «ADC = Bl-

e Din teorema sinusurilor aplicata in triunghiul BC'D rezulta
dsin(fy +
o~ _dsin(Bi+ )
sin(ag + 81 + f2)
e Din teorema sinusurilor aplicata in triunghiul AC'D rezulta

AC = — dsin By
sin(fa + a1 + )

e Distanta cautata se obtine din triunghiul ABC"
AB? = AC* + BC? -2AC - BC' - cos a
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3.6 Exercitii

1. Sa se rezolve triunghiurile dreptunghice in care se cunosc:

2)
b)
)

)

d

&

2)
b)
)
)

A=90° b=3m,c=4m;

A=90° a=15m,c=5m;
A=90° a=100m, B = 69021'14":
A=900 ¢=10m,C = 22030

B = 36952'12", C' =5300748", a =5m, S = 6m?

B = 70032/44”, C' = 19927'16", b= 14.142136m, S = 35.355339m?2

C = 20038/46", b = 93.577607m, ¢ = 35.259487m, S = 1649.749199m?
B =67°30', a=26.131259m, b=24.142136m, S = 120, 710678m?

2. Sa se rezolve triunghiurile in care se cunosc:

a)

a=2.25b=8,C =364
R: ¢ = a?+b?-2abcos C' = 69.0625-36 cos 36.733333° = 40.211098 =

c=6.341222.

A-B -b C
Din teorema tangentelor = tg —— = a ctg — = -1.689636 =

2 a+b 2
A-B=-118.762219°.
Avem de asemenea A + B =180° - C' = 143°16" = 143.266666°.
Rezolvand sistemul gasim A = 12.252224° = 12915/08" si B = 131.014442° =
131952".
Aria este S = %absinC’ = 5.382823.
a=4, A=14915", B =112037"12";
R: C'=180°- (A + B) =180° - 12652/12" = 53°07'48" = 53.13°
Laturile b si ¢ se obtin din teorema sinusurilor:

b asin B 4sin112.62 asinC 4sinb3.13 13
= = = * C: = =
sin A sin 14.250 ’ sinA  sin 14.259
2 in B si
Aria este S = asm_—smc =24,
2sin A

a=19, b=34, ¢=49;
R: Conditiile de existenta a triunghiului sunt indeplinite.
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Avem semiperimetrul p =51, p—a =32, p—-b=17, p—c=2, de unde

gasim:
g o | LEDWZ 3350 A = 164264210 = 162535

2 p(p—a)
B — —

g2 =\ | =P 571604 = B = 30.400027° = 30024
2 p(p-b)

—a)(p-b

168 =\ [ P2DW0) oy 500401 = ¢ = 133.1735510 = 133010/25"

2"\ -0

Aria este S =+/p(p—a)(p-b)(p - c) = 235.558910

d) a=+/2, b=2, B =45
R: Din teorema lui Pitagora generalizata = b? = a®>+c?*-2accos B =
¢ —2accos B+a?-b%>=0= c?-2c+2 =0 ecuatie care are singura
radicind pozitiva ¢ = 1 + /3 = 2.732051.
cosA=M=@='A=30°='C=1800—(A+B)=1050.

2bc 2
1+3
2

e) b=5, c=V17, B = arccos 2/17.

17
R: Din teorema lui Pitagora generalizata = 0% = a®>+c?-2accos B =
a? —2accos B+ c¢? - 0% =0 = a?-8a + 12 = 0 ecuatie care are doua
radacini pozitive, deci problema are doua solutii:
2

Pentru a; = 2 = cosC; = aGrb-c = —2\/5

2@1[) 5
153°26'06" =
Ay = 1809 - (B + Cy)
sbesin A; = 1.002842.

=1.366025

1
Aria este S = §bcsinA =

= (] = 153.434949° =

12.528808° = 1203144". Aria este S =

2 2 2
Pentru ay = 6 = cosCy = 210 25 Oy = 26.5650510 =
2a2b 5)
26°53'54" =
Ay = 1800 — (B + Cy) = 139.398706° = 139923'56”. Aria este S =
Lpesin Ay = 2.999989.

3. Sa se rezolve triunghiurile in care se cunosc:

a) a=14, c=13, B =67022/49";
b) b=15, A=14915", C =53007'48";
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a=5, b=12, c=13;
b=>5.064, c="7.458, C =10032'48";
a =1000, A =500 B =75

c)
)
)
f) a=112, b=86, c=98;
)
)
1)

d

e

a=13.9, ¢=8.43, A=126%43";
a=2.018, b=1.466, C = 58%47";
a=1,b=2, c= V3.

g
h

1

&

b=15, C'=53°07'48", A =159029'23" S = 84;

a=4, c=13, B=11237"12" S = 24;

c) A=2203712" B=67°22'48", C =90°, S =30;

d) A=16201848" B =790824" a=12.379, S =5.737;

a)
)
)
)
e) b=1260.6, c=1069.3, C =55°, S =516311;
)
) B
)
)

b

f) A=74040'17", B = 47046'39", C =57933'04", S = 4064.1;
g) B =24°11", C =29°06', b="7.102, S = 24;

h) A=7691907", B =44953'53", ¢ =1.776, S = 1.265;

i) B=90, C'=60°, A=300, S =

4. La distanta de 7.62 metri un turn se vede sub unghiul de 78°. Care
este naltimea turnului?

R: 35.85 m

5. Un pod orizontal peste un rau are lungimea de 400 m. Dintr-un capat
A al podului se observa un punct situat pe suprafata apei exact sub
pod un obiect P sub un unghi de declinatie de 5°. Din capatul celalalt
B al podului, obiectul P se vede sub unghiul de declinatie de 7°. Sa se
determine la ce inaltime fata de suprafata apei este situat podul.

R: 20.435 m

6. Un om observa un arbore sub unghiul de elevatie de 46°. Dupa ce merge
2m in directia arborelui, gaseste unghiul de elevatie de 50°. Care este
inaltimea arborelui?

R: 15.8 m
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Un avion este vazut simultan de doi observatori situati in acelasi plan cu
verticala avionului la distanta de 320 m unul de celalalt, sub unghiurile
de elevatie de 529, respectiv 57°. Sa se calculeze altitudinea la care
zboara avionul.

R: 2426.5 m

Dintr-un punct situat in planul orizontal al solului se vede o cladire
inalta sub un unghi de elevatie de 11°29’. Din alt punct situat cu 30 m
mai aproape de baza cladirii unghiul este de 13°18’. Sa se determine
inaltimea cladirii.

R: 43.34 m

Dintr-un punct situat la poalele unui deal, acesta se observa sub un
unghi de 20°. Din alt punct situat in plan orizontal mai aproape de
deal cu 100 m, acesta se vede sub un unghi de 25°. Sa se afle inaltimea
relativa a dealului.

R: 165.85 m

Un stalp cu inaltimea de 3 m lasa in lumina soarelui o umbra cu lungi-
mea de 5 m. Care va fi lungimea umbrei cand soarele va fi cu 10° mai
sus pe bolta cereasca?

R: 3.456 m

Un releu TV este situat in varful unui deal de panta 15° si se vede
dintr-un punct situat mai in vale sub un unghi de 11°24’. Urcand pe
panta in directia releului 50 m, unghiul sub care se vede releul este
17936’. Sa se calculeze inaltimea releului.

R: 28.645 m

Un balon este observat la doua statii P si ), situate la acelasi nivel
orizontal, P fiind la 1000 metri la nord de (). La un moment dat balonul
apare din P in directia 33°12’ NE, sub unghiul de elevatie 5392512
iar din @) apare in directia 21°27" NE. Sa se determine inaltimea la care
este situat balonul.

R: 2419.74 m

Dintr-un punct P; situat la sol la sud de un balon, acesta se vede sub
unghiul de elevatie de 41012’ In acelagi timp, din alt punct P; situat
la 1000 m est de P;, unghiul de elevatie este de 36°41’. La ce Inaltime
este balonul?

R: 1418 m
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Din doua puncte de observatie P si () situate in acelasi plan la distanta
de 100 m unul de altul se vede un obiect vertical AB (B coplanar cu P si
(), AB perpendicular pe acest plan) sub unghiurile o = 35%, respectiv
B =500 Tot din P se masoara unghiul v = 40° sub care se vede
segmentul @ B. Sa se calculeze inaltimea obiectului AB.

R: 50.8862 m

Fie A si B doua puncte situate pe marginile opuse ale unui teren
mlagtinos. Dintr-un punct C situat in afara mlastinii se constata ca
distanta PA este de 882 metri, distanta PB este de 1008 metri, iar
unghiul sub care se vede din C' segmentul AB este de 55°40’. Care este
distanta dintre punctele A si B?

R: 889.5 m

Se observa din doua puncte A gi B de pe malul unui rau, situate la
distanta de 150 metri, un reper P de pe malul opus. Sunt masurate
unghiurile « PAB =51920" si « PBA = 62°12'. Sa se calculeze latimea
raului.

R: 113 m

De pe malul unui rau care nu poate fi traversat se doreste sa se afle
distanta dintre doi copaci A si B situati pe malul opus. In acest scop
se masoara distanta de 25 m dintre doua puncte P si () situate pe
malul accesibil gi unghiurile « APB = « BPQ = 60°, « AQB = 30°,
< AQP =459,

R: 59.15 m

Fie A si B sunt doua nave pe mare, iar P si () sunt doua puncte
de observatie situate pe mal la distanta de 1100 metri intre ele. Se
considera ca cele patru puncte A, B, P si () sunt situate aproximativ
in acelagi plan orizontal. Din P, distanta AB se vede sub un unghi de
499 iar B@ sub un unghi de 31°. Din @, distanta AB se vede sub un
unghi de 60°, iar AP sub un unghi de 62°. Sa se calculeze distanta AB
dintre nave.

R: 1567.66 m
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Capitolul 1

Trigonometrie sferica

1.1 Geometria sferei

Definitia 1.1. Se numeste suprafata sferica (sau sferd) locul geome-
tric al punctelor din spatiu egal departate de un punct fiz C' numit centrul
sferes.

Spatiul marginit de suprafata unei sfere se numeste bila sau glob, iar daca
nu exista pericol de confuzie se va numi tot sfera.

Segmentul de dreapta care unegte centrul sferei cu orice punct de pe
suprafata ei se numeste raza a sferei, iar segmentul de dreapta care uneste
doua puncte de pe suprafata sferei si trece prin centrul acesteia se numeste
diametru.

Fie o sfera de raza R cu centrul in punctul C(a,b,c). Impunand conditia
ca un punct oarecare M (x,y,z) de pe suprafata sferei sa fie la distanta R de
centrul C' se obtine:

(z-a)*+(y-b)*+(2-c)* = R?

care se numeste ecuafia sferei. In cazul particular in care centrul este chiar
originea 0(0,0,0) gasim ecuatia

2 +y?+ 2% = R2

Pozitia relativa a dreptelor si sferelor

Dreptele pot avea cu o suprafata sferica un punct comun, doua puncte
comune sau niciun punct comun. O secanta intersecteaza suprafata sferei in
doua puncte. Partea dintr-o secanta cuprinsa in interiorul sferei se numeste
coarda. Coarda cea mai lunga este diametru al sferei, iar centrul sferei se
afla la jumatatea diametrului.




2 CAPITOLUL 1. TRIGONOMETRIE SFERICA

Tangenta la o sfera este o dreapta care intersecteaza sfera intr-un singur
punct. Prin orice punct al unei sfere se pot duce o infinitate de tangente,
toate fiind coplanare si formand planul tangent in acel punct. Raza sferei
corespunzatoare acestui punct este perpendiculara pe planul tangent.

Pozitia relativa a planelor si sferelor

Un plan si o suprafata sferica pot avea In comun un cerc, un punct, sau
niciun punct. In primul caz, centrul cercului de intersectie intre plan si sfera
este piciorul perpendicularei din centrul sferei pe plan. Daca centrul sferei C'
este inclus in plan, atunci centrul cercului de intersectie este chiar C'.

Un plan intersecteaza o sfera dupa un cerc atunci cand distanta h de
la centrul sferei la acel plan este mai mica decat raza R. Raza cercului de
intersectie este r =/ R? — h?, deci ia valoarea maxima R atunci cand h = 0,
agsadar planul contine centrul sferei. Daca h = R atunci planul este tangent
la sfera (deci intersectia este formata dintr-un singur punct), iar daca h > R
planul nu intersecteaza sfera.

Prin orice doua puncte A si B care sunt situate pe o sfera si nu sunt
diametral opuse, se poate duce un fascicol de plane, care intersecteaza sfera
dupa un fascicol de cercuri. Dintre acestea, cel mai mic cerc (ca lungime)
este cel care are diametrul AB, iar cel mai mare are centrul chiar in centrul
sferei. Acesta din urma, a carui raza coincide cu raza sferei se numeste cerc
mare al sferei, iar toate celelalte sunt numite cercuri mici.

Arcul AB de pe cercul mare al sferei care trece prin aceste puncte este cel
mai scurt drum (pe sfera) dintre punctele A si B, deci este corespondentul in
geometria sferica a segmentului de dreapta din geometria plana. Acest arc
se numegte linie geodezica pe sfera, iar lungimea lui se numeste distanta
sferica intre cele doua puncte de pe sfera.

Prin oricare doua puncte de pe o sfera (care nu sunt diametral opuse)
trece un unic cerc mare al sferei. Oricare doua cercuri mari ale unei sfere
se intersecteaza in doua puncte diametral opuse. Un plan care intersecteaza
o sfera dupa un cerc (mare sau mic) imparte suprafata sferica in doua ca-
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lote sferice, si sfera (globul) in doud segmente sferice. Aceste calote si
segmente sunt egale daca planul trece prin centrul sferei.

Doua plane paralele delimiteaza dintr-o sfera o zona sferica. O zona
sferica este marginita de doua cercuri de pe sfera, dintre care cel mult unul
poate fi cerc mare. Doua cercuri mari delimiteaza dintr-o sfera patru pene
sferice. Zona dintr-o sfera delimitata de o suprafata conica circulara cu
varful in centrul sferei se numeste sector sferic.

Sector sferic

Emisfera
Cerc narecare

Calota Cerc mare

Fie o sfera cu centrul in origine si de raza R, si M(z,y,z) un punct de
pe sfera. Notam cu M’ proiectia lui M pe planul 2Oy, cu ¢ unghiul dintre
OM si planul Oy, si cu € unghiul dintre OM’ i Ox. Atunci avem:

x = Rcospcosf
y=Rcospsing
z=Rsingp

care se numesc ecuatiile parametrice ale sferei.
Unghiul § € [-180°, 180°] se numeste longitudine, unghiul ¢ € [-90°,90°]
se numegte latitudine, iar impreuna (6, ¢) se numesc coordonate sferice.
Curbele de pe sfera obtinute prin fixarea uneia dintre cele doua coordo-
nate sferice sunt:

e O = constant: semicercuri mari numite meridiane

e ¢ = constant: cercuri numite paralele. In particular, ¢ = 0 este un
cerc mare numit ecuator.
Suprafata de ecuatie

—+=+—==1
a? b 2
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se numeste elipsoid de semiaxe a,b,c. Daca toate semiaxele sunt egale
intre ele se obtine o sfera. Daca doar doua semiaxe sunt egale, elipsoidul se
numeste elipsoid de rotatie. Astfel, un elipsoid de rotatie in jurul axei Oz
are ecuatia

22 2 22

) + % + =i 1

In geodezie Pamantul este considerat un elipsoid de rotatie cu raza ecua-

toriala a ~ 6378 km si raza polara b ~ 6357 km. In realitate forma Pamantului
este neregulata si se numeste geoid, dar abaterile de la o forma care se pre-
teaza calculelor matematice sunt mici in raport cu marimile care intervin in
aceste calcule. Intr-o prim4 aproximare, Pdmantul poate fi considerat o sferd
(glob) de raza medie R = 6371,221 km.

1.2 Biunghi sferic. Triunghi sferic

Toate distantele dintre puncte aflate pe o sfera se masoara prin arce de cercuri
mari. Daca raza sferei este foarte mare, aceste distante pot fi aproximate prin
segmentele de dreapta dintre punctele respective. Lungimea arcului de cerc
mare AB dintre doua puncte A si B depinde de marimea razei R si de unghiul
la centru a:
TR«

180

dupa cum « este masurat in radiani sau grade sexagesimale.

l@zR-&z

Doua cercuri mari se intersecteaza in doua puncte diametral opuse N si
S care se numesc poli. Portiunea din suprafata sferei marginita de doua arce
de cerc mare cu extremitatile in polii N si S se numeste biunghi sau fus
sferic.

Orice plan perpendicular pe diametrul NS intersecteaza planele celor
doua cercuri mari dupa cate o dreapta, unghiul « dintre aceste doua drepte
fiind egal cu unghiul diedru dintre planele celor doua cercuri mari. Tangentele
intr-un pol la ambele cercuri mari sunt perpendiculare pe diametrul NS, deci
formeaza acelasi unghi a.

In cartografie sunt folosite fusuri (biunghiuri) sferice ale caror unghiuri
sunt de 6°, numite benzi meridiane Gauss-Kruger. Daca aria sferei de
raza R este 4mR? si corespunde la un unghi la centru de 27 radiani (sau
360°), atunci aria fusului sferic corespunzator unghiului « este:

7 R? -«

=2.R%2.q=
A a %0
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dupa cum « este masurat in radiani sau grade sexagesimale. O banda meri-
diana Gauss-Kruger are aria

_7-R*-6° 7R?

=8.501.665 km?
900 15 m

A

Fie o sfera de centru O i raza R, iar pe aceasta sfera fie cercul mare C (cu
centrul in O si de raza R). Dreapta care trece prin O si este perpendiculara pe
planul cercului mare C intersecteaza suprafata sferei in doua puncte diametral
opuse N si S care se numesc polii cercului mare considerat C. Cercul C se
numeste polara punctelor N gi S (sau ecuator pentru polii N si S). Daca
se alege un sens de parcurgere pe cercul C, se pot deosebi polii: un pol drept
si unul stang, sau pol nord si pol sud.

Cum distanta dintre doua puncte de pe o sfera se masoara in grade sau
radiani pe arcul de cerc mare ce trece prin aceste puncte, gasim ca toate
punctele de pe cercul mare C sunt la aceeasi distanta (90°) fata de polii N
si S. Arcul de cerc mare care uneste polul unui cerc de pe sfera cu un punct
al cercului este constant (90°) si se numeste raza polara sau raza sferica
a cercului.

Intersectia dintre suprafata sferei si un alt plan perpendicular pe NS
(altul decat cel ecuatorial) este un cerc mic I' cu centrul pe NS si de raza

r=Rcosy

unde ¢ este latitudinea corespunzatoare paralelei I'.

%ﬁn tangent

Biunghi sferic Triunghi sferic

Definitia 1.2. Se numeste triunght sferic portiunea de pe suprafata unes
sfere marginita de trei arce de cerc mare (numite laturile triunghiului sfe-
ric), care se intersecteazd doua cdte doud in trei puncte numite varfurile
triunghiului sferic.
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Fiind date trei puncte A, B si C' pe o sfera astfel incat sa nu fie doua
diametral opuse si nici toate trei pe acelasi cerc mare al sferei, exista trei
cercuri mari care unesc cate doua din aceste puncte si se intersecteaza si in
punctele diametral opuse A’, B’ si C'. Suprafata sferei este astfel impartita
in opt parti, fiecare marginita de cate trei arce de cerc mare de masura mai
mica de 180°, numite triunghiuri sferice euleriene.

Unghiurile unui triunghi sferic sunt unghiurile diedre dintre planele cer-
curilor mari corespunzatoare. Intr-un triunghi sferic eulerian, atat laturile
(notate cu a, b, ¢) cat gi unghiurile (notate cu A, B, C) sunt mai mici de
180°.

Planele cercurilor mari corespunzatoare triunghiului sferic ABC' se inter-
secteaza in centrul O al sferei i formeaza unghiul triedru OABC. Un
triunghi sferic poate fi obtinut prin intersectia suprafetei sferei cu un trie-
dru cu varful in O. Unghiurile triunghiului sferic sunt egale cu unghiurile
diedre ale triedrului corespunzator, iar laturile triunghiului sferic sunt egale
cu unghiurile plane ale triedrului. Intersectia a doua sfere concentrice cu
acelagi triedru sunt doua triunghiuri sferice asemenea ale caror elemente
(exprimate in unitati de unghi) sunt egale.

Un biunghi sferic este impartit printr-un arc de cerc mare in doua triun-
ghiuri sferice numite triunghiuri conjugate sau suplementare. Un triunghi
sferic se numeste dreptunghic daca are cel putin un unghi de 90°. Un tri-
unghi sferic se numegte quadratic (sau rectilater) daca are cel putin o
latura de 90°.

1.3 Proprietati ale triunghiurilor sferice

1.3.1 Egalitatea triunghiurilor sferice

Spunem ca doua triunghiuri sferice situate pe aceeasi sfera sunt egale (con-
gruente) daca sunt la fel agezate si au egale cate:

1. doua laturi gi unghiul cuprins intre ele (cazul L.U.L.)
2. o latura si cele doua unghiuri alaturate (cazul U.L.U.)
3. trei laturi (cazul L.L.L.)

4. trei unghiuri (cazul U.U.U.)

Observatie: Ultimul caz apare in plus fata de triunghiurile plane deoarece
pe suprafata sferei atat distantele cat si unghiurile se masoara in grade sau
radiani.
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1.3.2 Triunghiuri sferice polare

Definitia 1.3. Fie triunghiul sferic ABC'. Se considera pe sfera suport punc-
tele Ay, By, C} astfel incat :

e Ay este pol al arcului de cerc mare BC
e B este pol al arcului de cerc mare CA
e (' este pol al arcului de cerc mare AB

Triunghiul sferic A1 B1Cy se numeste triunghi sferic polar in raport cu
triunghiul ABC.

Observatjie:
Se poate arata ca si invers, triunghiul ABC' este polar in raport cu triun-

ghIU.l A] Bl Cl .

Teorema 1.1. 1. Suma dintre un unghi al triunghiului sferic ABC si
latura corespunzatoare a triunghiului sau polar A1B,CY este egald cu
1800.

2. Suma dintre o latura a triunghiului sferic ABC' st unghiul corespunzator
al triunghiului sau polar AyB1C} este egala cu 180°.

Daca notam cu aq, by, ¢y si Ay, By, Cy laturile, respectiv unghiurile triun-
ghiului polar A;B;C4, atunci avem:

CL1+A:].800 CL+A1=1800
by +B =180 si b+ B;=180°
¢y +C =180° c+Cy =180°

ajz

B1

Triunghiuri sferice polare
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Observatie:

Triunghiul sferic din stanga are laturile mai mici decat 90°, de aceea este
situat 1n interiorul triunghiului sau polar A; B;C;. Daca triunghiul ABC' are
laturi mai mari decat 90°, cele doua triunghiuri reciproc polare se intersec-
teaza (cazul din dreapta).

1.3.3 Relatii de ordine intre elementele unui triunghi
sferic

Laturile a, b, ¢ verifica inegalitatile:

a<b+ec, b<c+a, c<a+b (1.1)
a>b-c, b>|c-al, ¢>|a-Db| (1.2)
atb+c

Daca se noteaza cu s = semiperimetrul triunghiului sferic, atunci

2
s>a, s>b, s>c
Laturile a, b, ¢ verifica
0°<a+b+c<360°
Scriind inegalitatea anterioara pentru triunghiul sferic polar, obtinem

180° < A+ B + C < 540" (1.3)

Diferenta dintre suma unghiurilor unui triunghi sferic gi 180° se numeste
excesul sferic al triunghiului si se noteaza cu

e=A+B+C-180"¢ (0° 360°) (1.4)
Scriind inegalitatile (1.1) pentru triunghiul polar, se obtine

B+(C-A<180°, C+A-B<180° A+B-C <180° (1.5)

1.4 Formulele fundamentale ale trigonometriei
sferice

Formulele lui Gauss-Euler pentru cosinusurile laturilor:

cosa = cosb-cosc+sinb-sinc-cos A (1.6)

cosb cosc-cosa+sinc-sina-cos B (1.7

cosc = cosa-cosb+sina-sinb-cosC (1.8
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Formulele lui Gauss-Euler pentru cosinusurile unghiurilor:

cosA = -cosB-cosC +sinB-sinC - cosa (1.9)
cosB = —cosC-cosA+sinC-sinA-cosb (1.10)
cosC = —cosA-cosB+sinA-sinB-cosc (1.11)

Teorema sinsurilor din trigonometria sferica:

sina sinb sinc

sinA  sinB  sinC K (1.12)
unde K se numegte modulul triunghiului sferic si este definit prin
1-cos? A-cos? B —cos?C —2cos Acos BcosC

sin? Asin® Bsin? C

Laturilor egale intr-un triunghi sferic li se opun unghiuri egale si reciproc;
In orice triunghi sferic, unghiului mai mare i se opune latura mai mare si
reciproc.

Triunghiurile sferice care au doua laturi egale se numesc isoscele, tri-
unghiurile sferice care au toate laturile egale se numesc echilaterale, iar
triunghiurile care nu sunt isoscele sau echilaterale se numesc scalene.

Triunghiurile sferice cu o latura de 90° se numesc quadratice, triunghiu-
rile sferice cu doua laturi de 90° se numesc biquadratice, iar triunghiurile
sferice cu toate laturile de 90° se numesc triquadratice.

Triunghiurile sferice cu un unghi de 90° se numesc dreptunghice, tri-
unghiurile sferice cu doua unghiuri de 90° se numesc bidreptunghice, iar
triunghiurile sferice cu toate unghiurile de 90° se numesc tridreptunghice.

Un triunghi sferic fara unghiuri drepte se numeste oblic. Un triunghi
sferic oblic se numegte ascutit daca are toate unghiurile ascutite, respectiv
obtuz daca are cel putin un unghi obtuz.

K?=

1.5 Formule deduse din formulele fundamen-
tale

Din formulele (1.6)-(1.8) obtinem formulele celor cinci elemente ale lui
Gauss:

sina cos B =sinccosb —sinbcosccos A

sina cos C = sinbcos ¢ — sin ccos b cos A

sinbcosC =sinacosc —sinccosacos B 1.13)
sinbcos A =sinccosa —sinacosccos B (1.
sinccos A = sinbcosa — sina cosbcos C

sinccos B =sinacosb —sinbcos a cos C
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Folosind teorema sinusurilor gasim

sin Acos B =sinC cosb — sin B cos ccos A
sin AcosC =sin Bcosc—sinC cosbcos A
sin B cos C' = sin A cos ¢ — sin C' cos a cos B 114
sin Bcos A =sinC cosa — sin Acosccos B (1.14)
sinC cos A = sin B cosa — sin A cosbcosC

sin C' cos B = sin A cosb — sin B cosa cos C

care se numesc formulele modificate ale celor cinci elemente.
Formulele celor patru elemente (sau formulele cotangentelor ale
lui Viete):
cosacos B = ctgesina - ctgC'sin B
cosacosC =ctgbsina — ctg BsinC
cosbcosC' = ctgasinb — ctg Asin C (1.15)
cosbcos A = ctgesinb — ctgC'sin A
cosccos A = ctgbsinc — ctg Bsin A
cosccos B = ctgasinc - ctg Asin B
Ecuatia (1.6), prima egalitate din (1.12) si prima ecuatie din (1.13) pot
fi scrise compact sub forma matriceala

cosa cosc 0 sinc cosb
sinasin B | = 0 1 0 | sinbsin A (1.16)
sina cos B sinec 0 -cosc sinbcos A

care impreuna cu permutarile circulare corespunzatoare se numesc formulele

lui Bessel.
Functiile trigonometrice ale jumatatii de unghi:

sin A _ /sin(s.—b) s%n(s—c) COS A _ /sinissin(s—a)
2 sinbsin ¢ 2 sinbsin ¢
sin g _ /sin(sic) sin(s—a) coS B _ /sin.ssin.(sfb) (117)
s csina 2 s csina
sin C _ sin(s.—a) s%n(s—b) oS C _ sin.ssings—c)
2 sina sin b 2 sina sin b

A _ sin(s-b) sin(s—c) _ M

tg 2 ~ \/ sinssin(s-a) ~ sin(s-a)
B _ sin(s—c)sin(s—a) _ M

tg 2 TV " sinssin(s—b) _ sin(s-b) <118>
C _ sin(s—a)sin(s—b) M

teg 2 — '\ sinssin(s-c) T~ sin(s-a)
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unde M = sin(s—a) sin(s—b) sin(s— c)

sin s
Formulele de mai sus se numesc formulele lui Borda pentru unghiurile

unui triunghi sferic, iar invariantul M este egal cu tangenta razei cercului
sferic inscris in triunghiul sferic dat.
Functiile trigonometrice ale jumatatii de latura:

a _ . [—cosScos(S-A) a _ \/COS(S—B) cos(S-C)
2~ sin Bsin C' Cos5 = sin Bsin C'

S11
sing =/~ o=\ [=EQEEN  (119)
sing = \/ZmSE0) o5 g < [l soh)
tgd =/t - o0
tgd = /i I, - (O (1.20)
85 =\ e © SN
unde M = cos(S— A)Co§i§S§)COS(S C’)

Formulele de mai sus se numesc formulele lui Borda pentru laturile
unui triunghi sferic, iar invariantul N este egal cu cotangenta razei sferice a
cercului circumscris triunghiului sferic.

Folosind formulele lui Borda pentru unghiurile triunghiului sferic polar,

gasim:
- a sin § sm(A—%) _ \/sin(B 2)511’1(0—%)
S 2= smBsmC Cos § 2 sin BsinC
b sin £ sm 2 _ \/sin(C )sm( ) 1.21
Sl 5 = smC’smA COS 2 - sin C'sin A ( )
N sin £ sm(C c _ \/sin(A )sm( )
S5 = smAsmB Co83 = sin Asin B
tg a_ sin § sm(A %) _ sin(Afg)
2 sm(B 2)5111(0 %) Q
b _ 51n251n(B %) _ sin(B—%)
tg 2~ \/sm(C—g)sin(A—g) - Q (122)
tg c_ sin § sm(C %) _ sin(C—%)
2 sm(A—%)sin(B—%) Q
_ sin(Afg)sin(Bfg)sin(Cfg)
unde @ = Snt :

Formulele lui Delambre:

sin A;B Cos § = COs GTb cos %
sin A—B sin 5 = sin a—b cos g
A+B c a+b C (123)
cos £57 €os § = cos “37 sin 5
cos A—B sin € = sin &2 C”b sin &

2 2
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precum si cele obtinute prin permutari circulare;

Formulele lui Neper:

b A+B A-B
tg%cos 5= =tg 5 cos 5=

tg 2 sin A+B =tg §sin ATB

A+B B _ b

tg 557 —-ctg;cos“—

b

tg—sm = Ctg—sm“7

precum si cele obtinute prin permutari circulare.
Formulele de control ale lui Gauss:
A+B b
tg 5= _tg o2
A— - _
B, %
C
g 85
22w
tg =5 _ tg ¢
el
Formulele lui Cagnoli pentru excesul sferic:
. € singsin 9 sin ¢ sin € sin § sin §
sin — = —smC = —smA = —bsmB
2 oS 5 cos § COS 3

sin — =
2

Formulele lui L’Huilier:

b

e \/sinssin(s-a)sin(s - b)sin(s - c)
2

2 cos % COS 5 COS

€ - s-=b, s-c
th tg2tg 5 tg 5 tg 5
w(d5)- | BT
2 4 \ tg 5 tg 5
B ¢ tg 5° tg 5

(-1 \eh
2 4]\ tgi gTb
2 4 \ tg 5 tg 5

1.6 Rezolvarea triunghiurilor sferice

TRIGONOMETRIE SFERICA

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

Sunt considerate numai triunghiuri sferice euleriene, deci cu laturi si unghiuri
mai mici decat 180°. Valorile acestora se obtin ca functii trigonometrice din
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formulele fundamentale ale trigonometriei sferice si din cele deduse din aces-
tea. Cand rezulta mai multe valori posibile, solutia se alege prin considerente
geometrice, cu ajutorul unor inegalitati:

1. Latura mai mare se opune unghiului mai mare.

2. La unghiuri ascutite (mai mici de 90°) se opun laturi mai mici de 90°,
iar la unghiuri obtuze (mai mari de 90°) se opun laturi mai mari de
90°.

3. Daca suma a doua laturi este mai mare (respectiv mai mica) decat

1809, atunci si suma unghiurilor opuse acestor doua laturi este mai
mare (respectiv mai mica) decat 180°.

1.6.1 Rezolvarea triunghiurilor sferice dreptunghice

Din formula (1.6) pentru cosinusul laturii a se obtine
cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cos A = cosa =cosb-cosc (1.28)
Din formulele (1.9)-(1.11) pentru cosinusurile unghiurilor se obtine:

cos A=-cosB-cosC+sinB-sinC'-cosa = cosa =ctg B-ctgC  (1.29)
cos B =—-cosC-cos A+sinC-sin A-cosb= cos B=sinC-cosb (1.30)

cosC =—-cosA-cosB+sinA-sin B-cosc=cosC =sinB-cosc (1.31)
Din teorema sinusurilor (1.12) se obtine:

sinA-sinb=sina-sin B = sinb=sina-sin B (1.32)

sinA-sinc=sina-sinC = sinc =sina-sin C (1.33)

Din formulele celor 4 elemente (1.15) se obtine:

cosbceosC' = ctgasinb - ctg AsinC = cosC = ctgatgb (1.34)
cosbcos A = ctgesinb —ctgC'sin A = sinb = ctgC'tge (1.35)
cosccos A = ctgbsinc — ctg Bsin A = sinc = ctg Btgb (1.36)
cosccos B = ctgasinc - ctg Asin B = cos B = ctgatgc (1.37)

Folosind functiile trigonometrice ale complementului unui unghi, cele 10
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formule anterioare se rescriu astfel:

sin(90° — @) = cosb - cosc (1.38)
sin(90° — a) = tg(90° - B) - tg(90° - ) (1.39)
sin(90° — B) = cos(90° - C') - cos b (1.40)
sin(90° — C') = cos(90° - B) - cos ¢ (1.41)
sinb = cos(90° - a) - cos(90° — B) (1.42)
sinc = cos(90° - a) - cos(90° - C) (1.43)
sin(90° — C') = tg(90° — a) tgb (1.44)
sinb = tg(90° - C') tg ¢ (1.45)

sinc =tg(90° - B) tgb (1.46)

sin(90° — B) = tg(90° - a) tgc (1.47)

Pentru cele 10 formule exista o regula mnemotehnica (a pentagonului)
stabilita de Neper si Mauduit.

Diagrama Neper - Mauduit

Sinusul oricarui unghi din diagrama este egal cu:
e produsul tangentelor a doua unghiuri adiacente acestuia;
e produsul cosinusurilor a doua unghiuri opuse (neadiacente).

Un triunghi sferic dreptunghic poate fi rezolvat daca se dau (in afara de
A =90%) urmatoarele elemente:

1. ipotenuza a si o cateta b (sau c);

2. cele doua catete b si ¢;
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3. ipotenuza a si un unghi alaturat ei B (sau C);

4. o cateta gi un unghi alaturat ei (b si C, sau ¢ si B);
5. cele doua unghiuri B si C;

6. o cateta gi unghiul opus ei (b si B, sau ¢ si C).

Cagzurile 1-5 dau solutie unica, iar cazul 6 da doua solutii deoarece elementele
ce raman de determinat se obtin prin sinusul lor, ceea ce conduce la doua
valori suplementare una alteia.

Din formulele (1.38)-(1.47) pot fi deduse urmatoarele reguli:

e Daca b i ¢ se afla in acelagi cadran atunci a < 90°, iar daca se afla in
cadrane diferite atunci a > 909;

e Daca B si C se afla in acelasi cadran atunci a < 90°, iar daca se afla in
cadrane diferite atunci a > 90°

e Valorile catetei si a unghiului opus ei se afla in acelasi cadran.

1.6.2 Rezolvarea triunghiurilor sferice oarecare

Rezolvarea unui triunghi sferic quadratic se face prin trecerea la triunghiul
sferic polar, care este dreptunghic si se aplica formulele corespunzatoare

Un triunghi sferic oarecare poate fi rezolvat daca din cele 6 elemente ale
sale (3 laturi gi 3 unghiuri: a, b, ¢, A, B, C') sunt cunoscute 3.

Distingem 6 cazuri, si anume acelea cand se dau:

1. trei laturi;

2. trei unghiuri;

3. doua laturi si unghiul dintre ele;

4. o latura si doua unghiuri alaturate ei;

5. doua laturi si un unghi opus uneia dintre ele;

6. doua unghiuri si o latura opusa unuia dintre ele.
Observatii:

e Cazurile 1-4 au solutie unica. Cazurile 5 si 6 au doua solutii care apar
datorita utilizarii sinusurilor pentru determinarea primului element, re-
zultand doua solutii suplementare.
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e Controlul solutiilor se face evaluand excesul sferic pe doua cai (cu
definitia ¢ = A+ B+ C' —180° i apoi cu (1.27)) sau cu formulele (1.25).

az ate ormule ondifil de existenta
C D F 1 Conditii de exi ta
1 b (1.6) - (1.8),(1.17) sau (1.18) 0%<a+b+c<3600
a,b,c
pentru A, B,C a+b>c,b+c>a,c+a>b
180°< A+ B + C < 540°
o | ap o (19)=(111),(119) sau (1.20) A+B<1800+C
T pentru a, b, ¢ B+C<180°+ A
C+A<180°+ B
3 b A (1.6) - (1.8) = a
o (1.24) = B,C
) BC (1.24) = b,
a? Y
(1.9 -(111)= A
1 solutie sau 2 daca
sinc-sin B <sinb
(112) = C Se retin valorile lui C'
12) =
5 b,c,B (1.24) A pentru care A - B si
24) = a
’ a —b au acelagi semn;
A+ B-180°si a+b-180°
sa fie de acelagi semn
o solutie sau 2 daca
sinb-sinC <sin B
(112) Se retin valorile lui ¢
12) =
6 | B,C,b (1.24) CA pentru care A - B si
24) =a
’ a —b au acelasi semn;
A+B-180°si a+b-180°
sa fie de acelagi semn

1.7 Alte probleme privind triunghiurile sfe-

rice

O inaltime intr-un triunghi sferic este un arc de cerc mare dus printr-un varf
si perpendicular pe latura opusa. Lungimea unei inaltimi masoara distanta
(pe sfera) de la un varf la latura opusa.
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O inaltime imparte un triunghi sferic in doua triunghiuri sferice dreptun-
ghice. Folosind formulele de la triunghiuri dreptunghice se obtine:

sinh, =sinc-sin B =sinbsin C
sinhy =sina-sinC =sincsin A

sinh, =sinb-sin A = sinasin B

O alta metoda de rezolvare a triunghiurilor sferice (metoda inaltimii)
consta in calcularea elementelor triunghiului prin rezolvarea triunghiurilor
dreptunghice determinate de o inaltime.

Intr-un triunghi sferic isoscel ABC (cu AB= AC), inaltimea din A este si
mediana (Imparte BC' in doua parti egale), si bisectoare (imparte unghiul A
in doua parti egale) si mediatoare (perpediculara pe BC' dusa prin mijlocul
lui BC).

Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sferic sunt concurente in centrul
cercului inscris in triunghi. Raza p a acestui cerc este data de constanta M
din formulele lui Borda pentru unghiurile unui triunghi sferic.

Mediatoarele unui triunghi sferic sunt concurente in centrul cercului cir-
cumscris triunghiului. Raza r a acestui cerc este data de constanta N din
formulele lui Borda pentru laturile unui triunghi sferic.

Medianele unui triunghi sferic sunt concurente in centrul triunghiului.

Aria unui triunghi sferic este

~ TR? .
180

unde R este raza sferei iar ¢ este excesul sferic (exprimat in grade). Daca
excesul sferic este exprimat in radiani, atunci

S =eR?.

1.8 Poligoane sferice

Definitia 1.4. Un poligon sferic este o figura geometrica pe suprafata unei
sfere formata dintr-un numar finit n de arce de cercuri mari (care nu sunt
unul in prelungirea altuia), strict mai mici de 180°, numite laturs.

Punctele de intersectie ale arcelor de cercuri mai care formeaza poligonul
se numesc varfurile poligonului. Un poligon sferic se numegte convex daca
pentru orice latura a sa, toate varfurile nesituate pe latura considerata se afla
de aceeasi parte a cercului mare pe care se afla acea latura. In caz contrar,
poligonul se numeste concav.
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Unghiurile unui poligon convex nu pot avea mai mult de 180°. Un poligon
convex cu n laturi (si n varfuri) se poate descompune in n — 2 triunghiuri
prin unirea unui varf cu toate celelalte.

Oricare ar fi doua puncte situate in interiorul unui poligon convex, arcul
de cerc mare (unic) care le uneste este inclus in interiorul poligonului. Tri-
unghiurile sferice sunt poligoane sferice convexe, dar biunghiurile sferice nu
sunt (deoarece au laturile de 180°).

Un patrulater sferic convex este un poligon sferic convex cu patru
laturi (si patru unghiuri). Aria unui patrulater sferic convex situat pe o
sfera de raza R este

T R?
T80 C

unde e = A+ B+ C + D - 360° se numeste excesul sferic al patrulaterului.
Aria unui poligon sferic convex cu n varfuri M;M,... M, situat pe o

sfera de raza R este

T R?
S=180 ¢

unde € = >~ M;, - (n—2) - 180 se numeste excesul sferic al poligonului.
k=1
Un poligon sferic regulat este un poligon sferic convex cu toate cele n

laturi egale.

1.9 Legatura intre trigonometria sferica si tri-
gonometria plana

Trei puncte necoliniare in spatiu determina un plan si in acest plan un tri-
unghi unic. In schimb, exista o infinitate de sfere pe a caror suprafata sunt
situate cele trei puncte date. Cu cat raza sferei este mai mare, cu atat cur-
bura suprafetei este mai mica, apropiindu-se de o suprafata plana. Astfel,
cand R — oo, unghiurile de pe suprafata sferica se apropie de unghiurile
obignuite plane iar excesul sferic € — 0.

Daca a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi sferic (masurate in radiani), atunci
lungimile arcelor corespunzatoare sunt

si converg catre lungimile laturilor triunghiului plan corespunzator atunci
cand R — oo.
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Daca raza sferei este mare, atunci a,b,c sunt mici iar pentru unghiuri
mici putem aproxima tgz ~ x. Formula lui I’'Huilier

tgiz\/tgftgs atgs—btgs—c
4 2 2 2 2
devine
5_\/3 s—a s-b s-c
4" V2 2 2 2
inlocuinda:g bzﬁ c:E se obtine
R R R l

€ 1 (5 N(c_T\(z_=
1= EVSE-DG-DG-0)

iar aria triunghiului sferic devine

S=¢-R?= \/5(5—(‘1)(5—13)(5—5)
adica formula lui Heron din trigonometria plana.
- . a b c
Inlocuind a = —,b =

}—%,c ) in teorema sinusurilor din trigonometria
sferica se obtine )

rn Q ) i C

singg  sing  sing

sinA sinB sinC
Folosind dezvoltarile in serie de puteri ale functiei sin rezulta:

= a2 at 7 b2 b4 - c2 ct
a(1—3!R2+5!R4—... b\l -sim + 5/ — - \l-sm+em— -
sin A sin B sin C'
care prin trecere la limita cu R — oo devine
a b c

sinA sinB sinC
adica teorema sinusurilor din trigonometria plana.
- ) a b
Inlocuind a = —,b =

c
I c= = in prima formula Gauss-Euler se obtine
a b ¢ \ b . ¢ A
COS — = COS — €OS — + sin — sin — cos
R R R R R

Folosind dezvoltarile in serie de puteri ale functiilor sin si cos rezulta:

=2 72 =2 e 72 =2
1_CL +...:(1_ b +)(1_ ¢ +.__)+E(1_ b +)(1— ¢
2\ R? 2| R? 2|R?

I I Wi +...)cosA
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Efectuand calculele si trecand la limita cu R — oo se obtine
a’=b%+c® - 2bécos A

adica teorema cosinusului din trigonometria plana.

. a b c
Inlocuind a = —=,b = —,c= — in formula de control a lui Gauss
R R R
tg A+B tg a+b tg A;B tg a+b

=
tgz Ctget T otgdzE tg oL

it b8 e Sheg ()
tg 452 ab, 1 (‘;Rb) +.. ?+#(%})3+...
si trecand la limita cu R — oo se obtine
tg 42 a+b
tg A8 a-b

adica teorema tangentei din trigonometria plana.

Notam cu A, B, C unghiurile triunghiului plan corespunzator triunghiului
sferic ABC'. Pentru evaluarea diferentei dintre unghiurile triunghiului plan
si ale celui sferic se porneste de la

A-A A A A A
= sin — cos — — €os — sin —
2 2 2 2 2
si folosind formulele pentru functiile trigonometrice ale jumatatii unghiului
din trigonometria plana si sferica, precum si dezvoltarile in serie ale functiilor
sin §i cos se obtine

CA-A Sasc b2 + ¢2 be
sin =——1+ +.o == +...
2 be 12R? 6 R?

Ignorand termenii ce contin puteri mari ale lui # si aproximand sinx ~ x
A A

sin

pentru x = mic rezulta

/_1 - A SAB(J — SABC €
- A=A- A=
2 6R2 32 3

- € = €
si analog B = B-—, (C'=(C'- =, agsadar fiecare unghi al triunghiului plan este
mai mic decat unghiul corespunzator al triunghiului sferic cu o treime din
exces.
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1.10 Exercitii

1. Sa se scrie ecuatia sferei in urmatoarele cazuri:

(a) C(1,-2,2), R=3

(b) C=0, R=+/2

(¢) C =0 si trece prin punctul A(3,-1,2)

(d) C(2,-1,3) si trece prin punctul B(-2,0,1)

(e) Punctele A(1,2,-1) si B(3,4,5) sunt extremitatile unui diametru

(f)

(g) Sfera trece prin O(0,0,0), A(2,0,0), B(0,5,0), C(0,0,3)
R:a=1,b= %,c:%

f) C(1,2,3) si este tangenta planului 6x + 7y —62+31 =0

2. Sa se determine centrul si raza sferelor:

3. Fie sfera de ecuatie
(S): 2?+y? + 22 -6x+4y-22-86=0
si planul (p): 2x-2y—-2+9=0.
(a) Sa se afle centrul si raza sferei

(b) Sa se arate ca Snp# @

(c) Sa se afle centrul si raza cercului de intersectie a sferei S cu planul
p

R: C(3,-2,1), R =10,C1(-1,2,3),r =8

Aceleasi cerinte pentru:

(a) (S): 2?2 +y?+22-4x-2y+62+1=0, (p): x+2y—2-3=0
(b) (S): (z-4)?+(y-7)2+(2+1)2-36=0, (p): 3z+y-2-9=0
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4. Sa se scrie ecuatiile planelor tangente la sfera
(S): a?+y?+22 42 +2y-62+8=0

in punctele de intersectie ale sferei cu dreapta

x
d . = — =
(d) 15
R: Snd= {M1(17 0, 1)7 M2(3, —2, 5)}
5. Sa se rezolve triunghiurile sferice dreptunghice (A =90°) cunoscand

(a) a="74%gi c=30°30";

) a

(b) b=60° i c =459,

(c) a=82030" i C' = 72025

(d) ¢=45°gi B =60°35

(e) B=46°gi C =75°30

(f) b=38024' i B = 42054/
Rezolvari:

40
(a) cosa = cosbcosc = cosb = cosa_ cos 7 = 0.319903 = b =

cosc  cos30.50
71.342969° = 71°20/35"

tg30.50
cosB = ctgatge = 20 = 0168906 = B = 80.275786°

tg 740
B0°1633” tg 71.342969°
cosC = ctgatgh = gt'T - 0.849249 = C = 31.869874° =
g
31052/12"

e=A+B+C-1800 =2202845"
(b) cosa = cosbeosc = cos60° cos45Y = 0.353553 = a = 76.994680°

76959/41"
B = ctgat tg 45 0.377964 = B = 75.324860°
cosB = ctgatge = ——— = 0. _ 75 _
BAEC = 1976.99468

75019'03"
cosC = ctgateh = — 800 (1520222 = ¢ = 65.160840° =

T OB AIY T 76.004680 - -
65°10"11"

e=A+B+(C-180°=5002914"



1.10. EXERCITII 23

(c) a=82030/ = 82.50, C' = 72025 = 72.41667°
cosC = ctgatgh = tgb = cosCtga = cos72.41667°tg82.50 =

2.294621 = b = 66.452341° = 66°27'08"

82.50
cosa = cosbcosc = cosc = cosa cos = 0.326714 =

cosb  c0s66.4523419
¢ =70.930533% = 70°55'50"

cosB = sinC'cosb = sin72.416667° cos 66.452341°9 = 0.380845 =
B =67.613966 = 67936'50"”
e=A+B+C-180°=5001'50"

(d) cosC = sin Bcosc = sin 60.583333° cos 45° = 0.615940 = C' = 51.979731° =
5195847"
cosa = ctg BetgC' = ¢tg60.58333 ctg 51.979731 = 0.440852 = a =
63.841705° = 63°50/30"
cosC =ctgatghb=tgb=cosCtga=cos51.979731° tg63.841705° =
1.254059 = b = 51.430768° = 51025'51"
e=A+B+(C-1800=22033'47"

(e) cosa=ctg BctgC = ctgd6?ctg75.50 = 0.249744 = a = 75.537636° =

75032/15" B 460
coS coS
B = si b b= = =0.71751 b =
Cos sinC cosb = cos nC - Sn 755 0.717513 =
44.150483° = 44°09'02" c 5050
cosC = sin Bcosc = cosc = cost _ o8 = 0.348069 = ¢ =

sin B sin 460
69.630738° = 69°37'51"

e=A+B+C-180° = 31°30

(f) sine = ctg Btgh = 0.852928 = ¢; = 58.5316510 = 58031/54" ¢, =
1800 — ¢; = 121928'06"
cosC' =sin Bcosc = C; =69.184797° = 69°11/05”, Cy = 110948'55"
cos B = ctgatgc = a; = 65.8510920 = 65951704", a, = 114°08'56"”

6. Sa se rezolve triunghiurile sferice quadratice (a = 90°) cunoscand

(a) b=139%gi C' =519

(b) B =120°si C' =100

(c) A=152050'36" si C' =24°12'36"
(d) A=8818' si b=108023'

(e) b=820gi c=95°

(f) ¢=127924'18" si C' = 135056/12"

Rezolvari:
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(a) Triunghiul polar A;B;C} este dreptunghic (A4; = 90°). Avem:

(b

)
(c)
()

)

)

C

€

(
(

sinC} = ctg Bytgby = tgby =sinC tg By =sin129%tg41° = 0.675563 =
by = arctg 0.675563 = 34.041492° = 34902/29"” = B = 180° — b; =
145957'31".

cosay = cos by coscy = cos 34.0414920 cos 1299 = —0.521475 =

a; = arccos(—0.521475) = 121.431243° = 121025'53" = A = 180" -

ay, = 58024'07" .

cosCh =ctgaytghby = % =-0.412871 =

Ch = arccos(—0.412871) = 114.385315° = 114923'07" = ¢ = 180° —

C =65936"53".

A =94057'44" b= 119929'56", ¢ = 98041/35"
= 120417427, b = 28946/30", ¢ = 63057'18"
=108027'33", C' = 84937'26", ¢ = 84953/56"
A =8201743", B = 81958'09”, C' = 95002/57"

B
B

f) A=118%53'54"  b=122°17"30", B = 132015'48"



Capitolul 2

Aplicatiile trigonometriei
sferice

2.1 Geometria analitica a sferei

Fie o sfera cu centrul in originea O a unui sistem de coordonate cartezian si
de raza R, deci avand ecuatia

22+ y?+ 22 = R

si M(x,y,z) un punct de pe sfera. Notam cu M’ proiectia lui M pe planul
20y, cu ¢ unghiul dintre OM si planul xOy, si cu # unghiul dintre OM' si
Ozx. Atunci avem:

x = Rcosypcost

y = Rcospsinfd

z=Rsing
care se numesc ecuatiile parametrice ale sferei.

Unghiul 0 € [-180°, 180°] se numeste longitudine, unghiul ¢ € [-90°,90°]

se numegte latitudine, iar impreuna (6, ¢) se numesc coordonate sferice.

Curbele de pe sfera obtinute prin fixarea uneia dintre cele doua coordo-
nate sferice sunt:

e ( = constant: semicercuri mari numite meridiane. 6 = 0 se numeste
meridianul zero.

e ¢ = constant: cercuri numite paralele. ¢ =0 se numeste ecuator.

Ecuatorul se mai numeste cercul de baza al sistemului de coordo-
nate sferice. Meridianul zero completat cu antimeridianul sau formeaza un

25
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alt cerc mare, perpendicular pe ecuator, care se numeste cercul principal
al sistemului de coordonate sferice. Punctul de intersectie dintre ecu-
ator gi meridianul zero se numeste punctul principal al sistemului de
coordonate sferice si are coordonatele sferice ¢ = 0,6 = 0.

Latitudinea ¢ = 90° o are doar un punct, numit polul nord si notat cu
N. Latitudinea ¢ = -90° o0 are doar un punct, numit polul sud si notat cu
S. Dreapta NS se numeste axa polara.

Fie doua puncte de pe suprafata sferei date prin coordonatele lor sferice
Mi(61,¢1), Ms(02,¢2). Distanta sferica dintre cele doua puncte este data
prin —
cos My Ms = sin g Sin g + COS 1 €OS g cos(0y — 61)

Considerapd un al treilea punct pe sfera Ms(f3,3), in mod analog se
pot calcula My M; i MsMs. Rezolvand triunghiul sferic M, My Ms se poate
calcula aria cu formula

_TR?
“ 180 ¢

Excesul sferic poate fi calculat direct cu formula

£=180° - 2(a— B +7)

P2-¢3 P1-¥3
f3—05 COS f+—0; COS .
unde « = arctg (ctg St —wrer ), B = arctg (ctg Sy eres ) si
2 2

P1-02
02-61 €5 —3
= .
2 cos L2

v = arctg (ctg

Locul geometric al punctelor de pe sfera situate la o distanta sferica de-
terminata p de un punct fix al sferei C'(6p,¢o) este un cerc mic al sferei de
raza sferica p si centru sferic C'. Ecuatia analitica a acestui cerc se obtine
impunand conditia ca distanta dintre punctul curent al cercului M (6, ) si
centrul C' sa fie p:

sin @ sin g + cos @ cos g cos(f — by) = cos p

In cazul particular p =900 se obtine ecuatia cercului mare cu polul in punctul
C:

sin @ sin g + cos @ cos @ cos(f - ) = cos 90° = 0

sau echivalent

cos(0 - o) = —tgptgpo
Ecuatia cercului mare care trece prin doua puncte de pe sfera M; (01, 1),
M;(0,p2) este

tgpsin(fy — 61) + tgp1sin(f — ;) + tg posin(d; —0) =0
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2.2 Coordonate geografice si probleme de geo-
dezie

Pamantul poate fi considerat o sfera cu raza medie R = 6371.221 km, iar
ecuatiile parametrice ale suprafetei sale sunt:

x = Rcosypcosf
y = Rcospsinf
z=Rsinp

Longitudinea 6 € [-180°,180°] si latitudinea ¢ € [-90°,90°] se numesc

coordonatele geografice ale punctelor de pe suprafata globului. Fiecare
punct este la intersectia dintre un meridian 6 = 6, si o paralela ¢ = .

e 0 =00 se numeste meridianul zero sau meridianul Greenwich;
e Daca 0 € (0°,180°) punctul este in emisfera estica;
e Daca 0 € (-180°,0°) punctul este in emisfera vestica;

e Punctele de longitudine # = +180° sunt situate pe antimeridianul Gre-
enwich care completeaza meridianul zero pana la un cerc mare;

e =0 se numeste ecuator;

e Daca € (0°,90%) punctul este in emisfera nordica;

e Daca p € (-90° 0%) punctul este in emisfera sudica;

e Latitudinea ¢ =90° o are un singur punct, si anume polul nord;

e Latitudinea ¢ = —90° o are un singur punct, si anume polul sud;

2.3 Navigatie maritima si aeriana

Daca punctul de plecare si cel de sosire sunt situate la distanta mare, este
recomandata navigatia pe arcul de cerc mare care uneste cele doua puncte,
care se numeste ortodroma si este cel mai scurt drum dintre cele doua
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puncte pe sfera terestra.
e A = punctul de plecare

e B = punctul de sosire

/\ . . )
e d=AB = distanta ortodromica
e o = cursul (capul) initial

e 3 = cursul (capul) final

V' = vertexul (punctul de pe or-
todroma cel mai apropiat de po-

lul geografic)
Distanta ortodromica d se calculeaza cu formula

cos d = sin ; sin @y + €os 1 €os P cos(fy — Os)

Daca se cunoaste d, unghiurile « si 5 se pot calcula din teorema sinusurilor
in triunghiul AN B:

sin(fy - 0,) sin «v ~ sin 3
sind  sin(900 - y)  sin(90° - )

Unghiurile « si 8 se pot calcula si direct folosind formulele celor 4 ele-
mente:

ctg o = tg g cos ¢ cosec(by — 61) — sin g ctg(Oe — 61)
ctg B = —tg w1 cos gy cosec(fy — 01) + sin s ctg (s — 01)

Coordonatele geografice (6y, ¢y ) ale vertexului V' se calculeaza prin re-
zolvarea unuia din triunghiurile sferice dreptunghice NV A sau NV B:

COS Py = COS Y1 SN @
ctg(Oy — 61) =sinp; tg o
ctg(Oy — 0s) = sinpa tg

2.4 Astronomie sferica

Pentru un observator situat pe Pamant, bolta cereasca apare ca o calota
sferica pe a carei suprafata se deplaseaza astrele (spre Est datorita rotatiei
Pamantului). Centrul O al acestei sfere se poate considera puctul obser-
vatorului (sfera cereasca topocentrica) sau centrul Pamantului (sfera
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cereasca geocentricd). Distanta dintre centrele acestor sfere este raza
Pamantului, care este neglijabila in raport cu distantele la majoritatea as-
trelor.

Axa de rotatie a sferei ceresti se numeste axa lumii, iar punctele de
intersectie ale acesteia cu sfera cereasca se numesc poli ceresti, notati cu
Py si Ps. Semicercurile mari care unesc polii ceresti se numesc meridiane
ceresti.

Planul care trece prin centrul sferei ceresti si este perpendicular pe axa
lumii Py Ps se numeste plan ecuatorial ceresc, iar intersectia acestuia cu
sfera cereasca este un cerc mare numit ecuator ceresc. Ecuatorul ceresc
imparte sfera cereasca in doua emisfere: emisfera cereasca boreala si
emisfera cereasca australa.

Directia verticala (gravitationala) intr-un punct de observatie se numesgte
verticala locului, iar planul tangent sferei terestre in acest punct (deci per-
pendicular pe verticala locului) se numeste plan orizontal. Planul orizontal
intersecteaza sfera cereasca dupa un cerc mare numit orizont matematic,
iar punctele de intersectie ale verticalei locului cu sfera cereasca se numesc
zenit (notat cu Z si situat deasupra observatorului) si nadir (notat cu N,
si diametral opus zenitului).

Orice plan care contine verticala locului Z N, se numeste plan vertical si
intersecteaza sfera cereasca dupa un cerc mare numit cerc vertical. Orizon-
tul matematic si ecuatorul ceresc se intersecteaza in doua puncte diametral
opuse numite punctele cardinale est E si vest .

/I
B
|/

s e

S

Axa lumii Py Ps si verticala locului ZN, determina un plan numit plan
meridian al locului care intersecteaza sfera cereasca dupa meridianul
ceresc al locului iar planul orizontal dupa o dreapta numita meridiana
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locului. Orizontul matematic este intersectat de meridiana locului in doua
puncte diametral opuse numite puncte cardinale nord N si sud S. Se no-
teaza cu @ si Q' cele doua puncte diametral opuse in care meridianul ceresc
al locului intersecteaza ecuatorul ceresc.

Fie un astru T situat pe sfera cereasca.

e Iniltimea deasupra orizontului h € [-90°,90°] este unghiul facut
de raza OT cu planul orizontului.

e Distanta zenitala z € [0°,180°] este masura arcului de cerc vertical
TZ, adica z =90° — d.

e Azimutul a € [0°,360°] este unghiul diedru facut de planul vertical al
lui 7" cu planul meridian al locului, masurat pe orizontul matematic de
la punctul sud S spre vest.

e (h,z) se numesc coordonate orizontale (sau zenitale) ale astrului
T si au ca plan fundamental planul orizontului matematic si verticala
locului drept axa fundamentala.

In migcarea sa aparenta diurna dinspre est spre vest, astrul 7' descrie
un arc de cerc mic paralel (paralel ceresc) cu ecuatorul ceresc. El apare
deasupra orizontului dintr-un punct de rasarit al astrului si se deplaseaza
pana intr-un punct de apus al astrului (intersectiile paralelului ceresc cu
orizontul).

Astrul T" atinge o Inaltime maxima h,,,,, la intersectia paralelului ceresc
cu meridianul locului intr-un punct numit punct de culminatie superi-
oara U. Punctul diametral opus pe paralelul ceresc situat pe meridianul
locului se numeste punct de culminatie inferioara K.

Planul determinat de axa lumii PyPs si T se numeste plan orar al
astrului si intersecteaza sfera cereasca dupa un cerc mare numit cercul orar
al astrului sau cercul de declinatie.

e Declinatia ¢ € [-90°,90°] a astrului 7" este unghiul facut de raza OT
cu planul ecuatorial ceresc.

e p=900-¢¢€[0°180°] se numeste distanta polara cereasca.

e Unghiul orar 7 € [0° 360°] este unghiul diedru dintre planul meridian
al locului si planul orar al astrului.

e (J,7) se numesc coordonatele orare ale astrului 7" i au ca plan fun-
damental planul ecuatorului ceresc i axa lumii drept axa fundamentala.
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Folosind formulele trigonometriei sferice fie in coordonate zenitale, fie in
coordonate orare, pot fi studiate numeroase probleme de astronomie, printre
care:

e Determinarea coordonatelor astronomice ale unui astru pe baza unor
observatii;

e Studiul miscarii diurne si anuale a Soarelui sau a Lunii;

e Relatiile dintre coordonatele astronomice ale unui astru;

e Determinarea rasaritului si apusului unui astru in orice loc de pe Pamant;
e Determinarea latitudinii si longitudinii unui punct de observatie;

e Masurarea timpului pe baza unor fenomene astronomice periodice.

2.5 Exercitii

1. Sa se determine distanta dintre lagi (27°3520"” E,47°09'44" N) si Pagcani
(26043/38" 2, 47014/58" N).
Rezolvare:
01 = 27.588889°, (o1 = 47.1622220 si Oy = 26.7272220, ¢, = 47.249444°

7N\
cos I P = sin ; sin g + oS (1 coS o cos(fy — 61)

COSfTD =0.733282-0.734316 + 0.679925 - 0.678808 - 0.999887 = 0.999947

-
IP =0.591685"
TR 7-6371.221

IP=—"-0.591685 = ————— - 0.591685 = 65.813367km
180 180

2. Sa se calculeze perimetrul si aria triunghiului Bermudelor

Bermuda

Miami .- Bermuda
T Triangle ;

Bl i SanJuan
) +  Puerto Rico
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e Miami: 25%4847" N, 80°08'03" W
e San Juan: 18°27'00” N, 66°04’00"W
e Bermuda: 32017/35” N, 64946'55" W

Rezolvare:

Miami: M;(6; = -80.134167°, 1 = 25.813056°)

San Juan: Ms(6y = —66.195374°, 5 = 18.231960°)

Berm)lia: M;5(03 = —64.7819449, 3 = 32.293056°)

cos 5 = 8in 1 Sin g + oS Y1 €os Pz cos(fz — 01) = 0.966082 =
= M AL, = 14.965305% = M, M, = 1664.074636 km

cos My M3 = sin gy sin @3 + cos 1 cos @3 cos(f3 — 01) = 0.966457 =
— MyAJy = 14.8818420 = M, M; = 1654.793926 km

cos 3 = SN 9 SN 3 + COS Yo €Os 3 cos(f3 — Oz) = 0.969794 =
= MyM; =14.118400° = My M5 = 1569.902608 km

$2-¥3
2

o = arctg (ctg %—%) = 89.3560263°
2

$1-¥3

3 = arctg (ctg a1 —) = 83.26965320

U3—01 2
2 cos 11¥3 2“03

)
02-01 €O —3

v = arctg (ctg TW) = 83.5205873°
2
£ = 1800 - 2(a - B+7) = 0.7860793° = § = = . £ = 556915 km?



